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Lo que tal vez recuerden

El discriminante D de un polinomio F de grado 2 en
una variable c:

2

F=ax“+bx+c, D = b2- 4ac

D se anula precisamente cuando F tiene una raiz
doble (i.e. cuando las dos raices coinciden):

F(x) =0 cuando —b T \/ D
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Lo que tal vez no vieron

F=ax®+bx?+cx+d
D =27 a?d? -18 abcd +

4 ac3+4 b3d + b?c?

D se anula cuando F tiene una
raiz doble o triple

-1 0 1 2
X
-2
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1 raiz, 2 raices (una doble), tres
raices

o

D se anula en los coeficientes del polinomio con
grafico marron
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[La combinatoria de D

Las cuatro Cada tfriangulacion da uno
descomposiciones de los tférminos rojos:
diferentes del [0,3] en

segmentos (una D =27 a2d?2 -18 abcd +
triangulacidn): ac3 + 4 b3d + b2c?

Los coeficientes se pueden

describir en términos de Ias
X . longitudes de los diferentes

segmentos:

. ® ° 27 = 33, =1x2% 1=
Tx1x1
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Resultados similares valen en el
caso multivariado

Pero involucran herramientas
mads complicadas:
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Discriminantes mixtos

C' son los vértices p; = (0,0),p2 =
(1,0),p3 = (0,1),ps = (1,1) del
cuadrado unidad y tomamos dos
polinomios con soporte C':

f1 = apo + aror + apry + anxy,
f2 = boo + biox + bo1y + b1y
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D¢ ¢ se conoce como el
hiperdeterminante de formato
2x2x2 y se anula cuando las
curvas f1 =0y fo =0 son
tangentes:

De.c = ajybi, — 2ap0ao1biobii —
2a00a10001011 — 2ap0a11boob11 +
4&00&11501510 —+ a%lb%() -+
dapraioboobir — 2ap1a10bo1b1o —
2a01a11boob1o + aipbt, —
2a10a11boobo1 + a1 by

26/04/2019 @7



D¢ se anula en las
hiperbolas de la derecha

4 4
v ]
2 2
-4 -2 0 2 4 -4 2
X
2 2

34+x—=3y—2:xy=0 J+x—=3y—2-xy=0
1+x—3y—2-xy=0 l+x—2y—xy=0
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ES DIFICIL ENCONTRAR POLINOMIOS CON MUCHAS
RAICES REALES POSITIVAS

Miramos la familia de polinomios con dos parametros a, b:

g @) =2t ay —y
(a,0) - ho(z,y) = y® +ba’® — o

Para casi todos los valores de (a,b), el sistema tiene o bien 1 o
bien 3 soluciones reales.

Usando el discriminante mixto pudimos probar que hay 5 raices

" 44
reales positivas para a = b = 7.

De hecho, el 4rea del conjunto de puntos (a,b) € R? tales que el
sistema tiene 5 raices reales positivas simples es menor que

5.701 x 107,
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DIBUJANDO D4 =0

Mas abajo hay una secuencia de 4 plots, dibujados en escala

logaritmica y sucesivamente magnificados hasta un factor de
alrededor de 1700, de la variedad discriminantal (D4 = 0). El
ntimero de soluciones reales no cambia en cada componente de

Dy #0
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MAGNIFICANDO
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Por que queremos
calcular discriminantes?

Estan relacionados con
nuestra vision:

Vemos de un objeto el |
contorno correspondiente a >~
los puntos donde las lineas - NS |
desde nuestros ojos tocan \ |
al objeto de manera Ca\ /
tangente. I

Este contorno se calcula
con un discriminante.

[Esta imagen y la siguiente son de J. Vrsek]
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Reconstruccion de objetos

a partir de contornos discriminantes en distintas
direcciones

O & B2
>y & O &

® ANCEFN 26/04/2019 @13



En general, para predecir singularidades

(usamos Surfer, de imaginary.org)

A 4

a
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Otras singularidades
dibujadas con Surfer

% Suter - oW

Simple Singularities

K

World Record Surfaces-

£

- Simple Surfaces

\ W'
/

-Fancy Surfaces

-Fancy Surfaces |l

‘ Co!onng‘GaIIerys l InfoI Animate [
Lalle [«lo =« -~ .0 clloflofajalsfa]sfsfz]e]s]oe] m@ es>le s
:ﬁ H(x"2+9/4'y"2+z"‘2-1)"3-x"2’z"3-9/80*y"2"z"3 ”’?J [ BEDx @

® ANCEFN 26/04/2019 @ 15



Movimientos de robots
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Es imporiante evitar las
singularidades en el
movimiento del robot
para que no se rompad...
y las singularidades se
detectan con el
discriminante de las
ecuaciones que definen
las posibles trayectorias.

26/04/2019 @ 16



Singularidades de
sistemas hipergeometricos

Las funciones
hipergeométricas aparecen

. .. Las singularidades de las
en varias aplicaciones

fisicas, desde temas _ funciones
clasicos como el hipergeometricas
movimiento de un péndulo tambien estan descriptas
hasta areas modernas por medio de
como la teoria de mirror discriminantes

symmetry (simetria
especular) y como
soluciones de ecuaciones
diferenciales “naturales”
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Una aplicacion en
biologia de sistemas

Una enzyma E, un sustrato §,, un complejo intermedio
SoE v el sustrato fosforilado

N N W

Sy 4 E kﬁ ESy *e 5 4
off
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Dos fosforilaciones
secuenciales

Una kinasa E, un sustrato §,, el sustrato fosforilado =, el
sustrato doblemente fosforilado §,, una fosfatasa Fy 4
complejos intermedios:

Aono Aonl

So+E— ESy = Featy Si+EZES; 3 Featy So + E
koﬁg koﬁl
Zon_ ZDHU

Sy + FZFS, % R IS A —FS; eato Sy + F
lDH] ZOHO
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Dinamica de accion de
masas dx/dt=f(x)

Cuando las concentrations de las distintas especies
quimicas evolucionan en el tiempo con cinética de
accion de masas, hay tres cantidades conservadas
(invariantes lineales de la dinamica): la cantidad total de
kinasa, la cantidad total de sustrato y la cantidad total de
fosfatasa.

Este sistema secuencial de fosforilaciones tiene la
capacidad de multiestacionariedad: existen valores
particulares de las constantes de reaccién para los cuales,
sin cambiar las cantidades totales conservadas,
dependiendo del estado inicial, el sistema puede
evolucionar hacia dos estados estacionarios diferentes.
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Decidiendo
multiestacionariedad

La multiestationacionariedad en redes bioquimicas es
una propiedad importante porque se ve como una
manera en que la célula puede “tomar decisiones”.

Discriminantes en el espacio de las constantes de
reaccion separan regiones de pardmetros donde
hay o multiestacionariedad.
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Cuantificando, fuera del
discriminante

kOI’lJ
S+E<—SE—>SJ+1—|—E j=0,...,n—1
koffj

fonJ
Sj+1—|—F<—SJ_|_]_F —> S —|—F j:(],,n—l
off;

Si

Ecat; . Ecat;
Kpar = max { i Mz} < Kimpar = 1min { b Mz} )

i par cat; t1impar cat;

donde M; son las constantes de Michaelis-Menten en la defosforilacion y
Stot > FEtot,

entonces para todas las conservaciones totales que verifiquen la desigualdad

S
Kpar < (ETOT 1) Ff()f < Klmpara
tot

hay n+ 1 (resp. n) estados estacionarios positivos si n es par (resp. impar), luego de
reescalar kop,, lon i
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Resumen

* Los discriminantes nos permiten predecir
singularidades.

* Tienen una interesante estructura combinatoria y
muchas aplicaciones.

<
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