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Resumen

El principal objetivo de este articulo es plantear algunas preguntas provenientes de la
Teoria de Invariantes que uno podria o deberia hacerse cuando intenta clasificar algebras de cual-
quier tipo. En realidad, dichas preguntas surgen naturalmente cuando se considera cualquier pro-
blema donde los objetos a estudiar o clasificar estan parametrizados por un subconjunto algebraico
de un espacio vectorial y la equivalencia entre ellos esta definida por la accién lineal de un grupo
reductivo. A lo largo de todo el articulo se usarad como ejemplo ilustrativo el caso de las dlgebras
de Lie. )
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Abstract

On the classification of algebras. The main purpose of the present expository paper
is to establish some natural questions from Invariant Theory one may or should consider when is
trying to classify any class of algebras. Actually, such questions arise naturally in any problem
where the objects to study or to classify are parameterized by an algebraic subset of a vector space
and the equivalence between them is given by the action of a reductive group. Throughout the

paper, we shall use as an illustrative example the case of Lie algebras.
Key words: Algebras, Degenerations, Rigidity, Moment map.

1. Introduccién

La primera estructura algebraica que
aprende toda persona que aprende al menos una
es generalmente la de espacio vectorial real. Se
entera uno rapidamente que hay un tinico espa-
cio vectorial en cada dimensién salvo isomorfis-
mo, y que esto sigue siendo cierto sobre cualquier
cuerpo, no sélo sobre R, el cuerpo de los niime-
ros reales. El producto cruz en R? es la primera
forma de multiplicar dos vectores con resultado
otro vector que estudiamos, nos ensefian més tar-
de a multiplicar matrices y polinomios, y ha de
pasar mucho tiempo para que uno se encuentre
con otra forma, es decir con otra algebra.

Sea k un cuerpo. Un dlgebra sobre k es
un k-espacio vectorial A provisto de un producto
P, que es hi més ni menos que una funcién bilineal

p:AXA — A,

Fijado un ntumero natural n, écuéntas
dlgebras de dimensién n salvo isomorfismo hay?
Es claro que podemos fijar un espacio vectorial n-
dimensional A y considerar los distintos produc-
tos en A. El espacio P de todos los productos so-
bre A es un espacio vectorial de dimensién n?, y
dos productos py q determinan dlgebras isomor-
fas si y s6lo si existe un operador invertible g de
A tal que

gp(a,b) = q(ga,gh), para todo a,b en A.
En otras palabras, si GL(A) denota el
grupo de todos los operadores invertibles de A

entonces las érbitas de GL(A) en P respecto de
la accién

gp:=gpE" g'")
para todo g en GL(A) y pen P,
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son precisamente las clases de isomorfismo. Lue-
go el cociente

P/GL(A)

parametriza el conjunto de clases de isomorfismos
de algebras n-dimensionales sobre k. Denotemos
por [p] al elemento de P/GL(A), clase de un pro-
ducto p en . Por una simple cuestién de dimen-
sién ya se puede intuir que P/GL(A) no sera fini-
to si n = 2, recordemos que la dimensién de P es n®
y la de GL(A) es n?. Se sabe por ejemplo que hay
una cantidad no numerable de algebras asociativas
para n = 4, como as{ también de 4lgebras asocia-
tivas y conmutativas de dimensién 6.

De aqui en adelante, sin definirnos por
ninguna en particular, consideraremos algebras
sobre k de una cierta clase, es decir un subcon-
junto X de 2 de productos que satisfacen una lista
explicita de propiedades adicionales. Notemos
que generalmente, las condiciones que se le piden
a un algebra estdn definidas por la anulacién de
funciones polinomiales en P, es decir funciones
que dependen polinomialmente de las coordena-
das de p en cualquier base. En consecuencia, las
élgebras que las cumplen forman un subconjunto
algebraico X de P. Al conjunto X lo llamaremos
entonces la variedad de dlgebras asociativas,
conmultativas, de Lie, de Jordan, alternantes, si-
métricas, antisimétricas, etc., dependiendo de la
clase de algebras que nos interese estudiar, de las
condiciones adicionales que pidamos. A veces,
nuestras condiciones ni siquiera definen algebras
con un “nombre”, pero no es algo que deberia
preocuparnos demasiado.

Ejemplo. Un digebra de Lie es un &l-
gebra (A,p) que para todo a, b, ¢ en A satisface
p(a,a) =0 'y  p(a,p(b,c)) = p(p(ab),e) +
p(b,p(a,c)),

es decir, p es antisimétrica y multiplicar a izquier-
da por cualquier elemento es una derivacién del
algebra. Esta tltima se denomina la condicién de
Jacobi. El subconjunto de P de productos que
satisfacen dichas condiciones serd denotado por
L, y se llama la variedad de digebras de Lie de
dimensién n.

Notemos que X es siempre GL(A)-
invariante y que el cociente

X/GL(A)

parametriza el conjunto de clases de isomorfismo
de édlgebras de esta clase. Clasificar las algebras
de tipo X significard entones describir lo mejor

que se pueda a X/ GL(A), conjunto que serd nues-
tro principal interés a lo largo de este articulo.
Una observacién muy elemental pero que quizés
valga la pena hacer, es que el hecho de que dos
dlgebras p y q en X sean isomorfas es indepen-
diente de X, en el sentido de que lo seran si y sélo
si lo son como elementos de P.

Asumamos de ahora en mas que k es R
o el cuerpo de nimeros complejos C.

Pregunta ¢Es X/GL(A) finito?

Esta sencilla pregunta es usualmente la
que més avances en la clasificacién genera, pues
el incentivo de encontrar una “curva” en
X/GL(A), es decir una familia continua [p,] tal que
p, es isomorfa a p, si y s6lo si t = s, nos lleva a
construir ejemplos alejados de lo estandar y tam-
bién a descubrir invariantes.

&Qué es un invariante? Quizas la forma
mas simple de definirlo sea como una funcién en
X, o s6lo en un subconjunto de X, a valores en
cualquier conjunto, que tiene la propiedad de ser
GL(A)-invariante, es decir vale lo mismo en
algebras isomorfas. Por ejemplo, si fortuitamen-
te alglin invariante en una curva p, de dlgebras
reales toma el valor t% obtendremos sin més que
es “realmente” una curva de Algebras para t en
R, es decir [p,] es una curva en X/GL(A).

Ejemplo. Todo aquel que haya tomado
un curso de Algebra Lineal avanzada y haya apren-
dido a clasificar matrices salvo conjugacién, ha sido
testigo de la potencia de los invariantes. Primero
aparecen el determinante y la traza, luego los
autovalores, el polinomio minimal, y finalmente el
problema queda completamente resuelto por las
formas canoénicas, la racional y la de Jordan. {Quié-
nes son los “autovalores” de un algebra?

Si X/GL(A) no es finito, no podemos es-
perar entonces que la clasificacién dé como re-
sultado una tabla, una lista finita de familias dis-
cretas y ejemplos aislados o excepcionales. Como
X es una variedad algebraica y GL(A) es un gru-
po reductivo, tendrd que haber familias conti-
nuas.

Pregunta &Cudl es la “dimension” de X/
GL(A)?, es decir, écudntos pardmetros necesitamos
para describir las familias continuas en X/GL(A)?

Notemos que hasta ahora X/GL(A) es
para nosotros simplemente un conjunto, lo cual
nos ha obligado a poner comillas al referirnos a
algunos conceptos. Resulta evidente que para pro-
seguir, deberfamos intentar elevar este conjunto
de categoria.
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Pregunta ¢Existe alguna estructura ma-
temética natural en X/GL(A)?

2. Topologia y cocientes

Sin costo alguno, la primera estructura
que se puede considerar en X/GL(A) es topolégica,
y consiste en considerar la topologia cociente de
la topologia que tenemos en X al restringir la
canénica de P, es decir la métrica o euclidea. Se
puede por supuesto también considerar la topo-
logia Zariski en X, aunque el hecho de que GL(A)
es un grupo algebraico reductivo volvera a varias
de las nociones equivalentes en una u otra topo-
logia, como lo son por ejemplo la clausura de las
érbitas y el hecho de que sean abiertas.

4Qué clase de espacio topolégico es X/
GL(A)? Veamos por qué la respuesta a esta pre-
gunta es muy desalentadora. Notemos que la 6r-
bita del algebra correspondiente al elemento 0 de
P, es decir con producto completamente nulo (nos
referiremos a dicha dlgebra como #rivial), consis-
te de ese tnico punto, y que 0 siempre pertenece
a X pues X es cerrado y GL(A)-invariante. En
efecto, si para un t no nulo en k denotamos por
g, al operador escalar t'Id de A, entonces el pro-
ducto

(g,.p)(a,b) = tp(a,b) para todo a,b en A,

converge a 0 cuando t tiende a 0, lo que muestra
que el 0 esta en la clausura de toda GL(A)-6rbi-
ta. La terrible consecuencia de este hecho tan
simple es que, como los abiertos en X/GL(A) son
las proyecciones de los abiertos GL(A)-invariantes
de X, por la definicién misma de topologfa cocien-
te, el Ginico entorno de [0] es el espacio total X/
GL(A), y por lo tanto la clausura de este conjun-
to unitario es todo X/GL(A). Ma4s en general, si
q esté en la frontera de GL(A).p, entonces resul-
ta imposible separar a [q] de [p] por un abierto
de [q]. En resumen, el espacio X/GL(A) est4 bas-
tante lejos de ser T,.

Debemos recalcar que las érbitas sin
embargo son siempre espacios muy lindos, ya que
para toda élgebra p se tiene la siguiente biyeccién:

GL(A).p & GL(A) / Aut(p),
donde
Aut(p) = {g en GL(A) : g.p = p}

es el grupo de automorfismos de p, y como Aut(p)
es un subgrupo cerrado de GL(A) (notar que siem-
pre es algebraico también), entonces el cociente
GL(A)/Aut(p) y en consecuencia la érbita, poseen
en forma gratuita una estructura de variedad
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diferenciable homogénea. Notar que el algebra
de Lie de Aut(p) es el espacio de derivaciones de
p definido por

Der(p) = {X en gl(A) : Xp(a,b) =
p(Xa,b) + p(a,Xb)}, para todo a,b en A,

donde gl(A) = {X: A - A: X es k-lineal}. La
dimensién de las érbitas est4d dada entonces por

dim GL(A).p = n? — dim Der(p).

El precio a pagar por un cociente no tan
feo topolégicamente, o sea al menos T,, es enton-
ces el tener que considerar sélo aquellos produc-
tos cuyas 6rbitas sean cerradas en . Pero he-
mos visto més arriba que sélo el 4lgebra trivial
satisface dicha condicién, lo que nos obliga a achi-
car un poco al grupo que actia. No es dificil con-
vencerse de que entender el conjunto X/ SL(A),
donde SL(A) es el subgrupo de GL(A) de operado-
res de determinante uno, seria esencialmente lo
mismo en lo que concierne a la clasificacién. Lo
Unico que estarfamos obviando de la accién que de-
termina el isomorfismo de algebras es la multipli-
cacién de un producto por un escalar no nulo.

Es sabido que la topologia cociente en
X/SL(A) se puede definir de una forma maés ele-
gante, como la tnica que satisface la siguiente
propiedad universal en la categoria de espacios
topolégicos: para todo espacio topolégico Y y toda
funcién continua f : X — Y que es constante en
SL(A)-6rbitas existe una tinica funcién continua
g: X/ SL(A) — Y tal que gon = f, donde n(p) =
[p] para todo p en X.

Pero X es varias cosas ademas de un es-
pacio topolégico, por ejemplo, una variedad alge-
braica. Luego podemos definir el cociente median-
te la misma propiedad universal pero en la cate-
gorfa de variedades algebraicas. Dicho cociente
universal constard entonces de una variedad
algebraica que denotaremos por

X /| SL(A)

y una proyecciéon © : X — X // SL(A), morfismo
de variedades algebraicas, llamado el cociente ca-
tegorico. La unicidad de dicho objeto estara ga-
rantizada por su misma definicién “universal”,
como siempre. Fue probado por Mumford en [12],
en un contexto mucho mas general que éste por
supuesto, que X // SL(A) resulta ser precisamen-
te la variedad algebraica correspondiente al ani-
llo k[X]S“# de k-polinomios SL(A)-invariantes en
X. En particular, si SL(A).p es distinta a SL(A).q
y ambas son cerradas entonces existe un poli-
nomio SL(A)-invariante f tal que f(p) # f(q). Este
importante hecho es el puente entre la Teoria
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Geométrica de Invariantes, abocada al estudio de
las acciones y sus cocientes, y la Teorfa Algebraica
de Invariantes, cuyo principal interés es descri-
bir el dlgebra de polinomios invariantes respecto
de alguna accién, por ejemplo calculando algin
conjunto finito de generadores y sus relaciones
(ver [16] para una amable introduccién a la Teo-
ria de Invariantes, y también [14] y [2], donde se
adaptan y prueban varios resultados para el caso
real). '

El cociente X//SL(A), sin embargo, pue-
de ser bien entendido obviando toda esta maqui-
naria, ya que es también el cociente en la catego-
ria més elemental de espacios topolégicos T, y
como conjunto, consiste (salvo multiplo escalar)
de las clases de isomorfismo de algebras en X con
sus SL(A)-6rbitas cerradas. De cualquier forma,
es claro que las algebras de cualquier clase que
tengan su SL(A)-6rbita cerrada son distinguidas,
lo cual se deberia traslucir algebraicamente.

En el caso X = P, tenemos que P es tam-
bién un espacio vectorial, una variedad diferen-
ciable, una variedad Riemanniana, una variedad
compleja si k = C, entre otras varias cosas, y se-
ria al menos divertido intentar descubrir qué da
el cociente universal de P por GL(A) en cada una
de estas categorias.

Pregunta ¢&Cuadles son las élgebras en X
que tienen su SL(A)-6rbita cerrada? éSe las pue-
de describir algebraicamente? {Qué clase de va-
riedad algebraica es X//SL(A)?

Ejemplo. Un élgebra de Lie se dice sim-
ple si es no trivial y no posee ideales propios no
nulos. Se sabe que si (A,p) es un algebra de Lie
entonces la 6rbita SL(A).p es cerrada si y sélo si
(A,p) es semisimple, es decir suma directa de sim-
ples (ver [9] por ejemplo) Més ain, toda otra &l-
gebra de Lie se sigue degenerando a 0 mediante
la accién de SL(A), es decir el 0 esta en la clau-
sura de la SL(A)-6rbita de toda élgebra de Lie no
semisimple.

3. La variedad algebraica X

Resulta a veces muy ttil y relajante ol-
vidarse del cociente y quedarse arriba, es decir
estudiar a X como variedad algebraica, sin pre-
ocuparnos por el hecho de que cada GL(A)-6rbi-
ta es en realidad una sola algebra.

Pregunta ¢Es X irreducible?

Es facil ver que cada componente irredu-
cible de X es GL(A)-invariante, asi que si X no
es irreducible, al menos tener buenas cotas infe-
riores y superiores de la cantidad de componen-

tes irreducibles nos brindaré sin duda una bue-
na idea del grado de dificultad que tendré el es-
tudio de X/GL(A).

Pregunta ¢Cuél es la dimensién de X7

También este niimero nos ayudaré a es-
timar la “dimensién” del cociente mencionado en
Seccion 1.

Ejemplo. Sip esun algebra de Liey q
es un algebra antisimétrica entonces la recta p +
tq satisface la condicién de Jacobi para todo t en
un entorno de 0 si y sélo si q es un 2-cociclo para
la cohomologia de (A,p) a valores en su represen-
tacién adjunta, llamada a veces Cohomologia de
Chevalley. Luego el espacio Z?(p) de 2-cociclos es
precisamente el espacio tangente de la variedad
de dlgebras de Lie £ en p (ver [4] por ejemplo).
Es facil ver que el espacio tangente en p de la
orbita GL(A).p, la cual recordamos es difeomorfa
a la variedad diferenciable homogénea GL(A)/
Aut(p), es el espacio B%(p) de cobordes, y enton-
ces el segundo grupo de cohomologia

H(p) = Z*(p) / B*(p),

puede ser considerado en algin sentido como el
“espacio tangente” del cociente £/GL(A) en el
punto [p]. Un élgebra de Lie se dice nilpotente si
a — p(b,a) es un operador nilpotente para todo b
en A. Para el caso de la variedad de &lgebras de
Lie nilpotentes /N, la cohomologia adecuada fue
definida por Vergne en [18]. En la tabla al final
del articulo estd resumido lo que se sabe acerca
de la cantidad de componentes irreducibles de £
y de N.

Pregunta ¢Cuél es la cohomologia que
describe el espacio tangente de X en un &lgebra
p de X?

En tal caso, las algebras con dicha
cohomologia cero seran muy distinguidas, pues su
GL(A)-6rbita resultara abierta (ver Seccién 5).
Todo esto ha sido estudiado en gran generalidad
por Gerstenhaber en [3].

4. Degeneraciones
Se dice que un algebra (A,p) se degene-
ra en otra (A,q), y se denota por

p—q

si q pertenece a la frontera de la érbita GL(A).p,
es decir, si q pertenece a la clausura de GL(A).p
pero no es isomorfa a p. Notar que la clausura de
toda é6rbita es GL(A)-invariante, es decir una
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unién de 6rbitas, asi que en tal caso toda la 6rbi-
ta GL(A).q tendré que estar contenida en la fron-
tera de GL(A).p. En cierto sentido, como todas
las élgebras se degeneran en la trivial, si p — q
entonces q estd “més cerca” de la trivial que p.
Por ejemplo, como la dimensién de la érbita de q
es menor estricta a la de p, obtenemos que

dim Der(p) < dim Der(q).

Esto determina una obstruccién para las
degeneraciones, y es muy ttil tener otras, pues el
conjunto de degeneraciones de un algebra p, asf
como el de las dlgebras que se degeneran en p, son
invariantes de p.

Sea X una clase de &lgebras. La nocién
de degeneracién define un orden parcial en el
conjunto de GL(A)-6rbitas de Xy entonces, dada
un élgebra p en X, se puede considerar su altura
como la longitud minima r entre todas las cade-
nas de degeneraciones

P—op,—~..—=>p —0

Notar que como X es cerrado, p; estd en X para
todo i. En otras palabras, la nocién de altura es
independiente de X. Las 4lgebras de altura 1 son
especialmente interesantes, sus érbitas son muy
pequeiias y en consecuencia admiten una gran
cantidad de derivaciones, y son casi cerradas,
pues su frontera consiste sélo del elemento 0. Las
élgebras de altura maxima en X, mas misteriosas,
serian aquéllas dlgebras p que no se pueden ob-
tener como el limite de una sucesién de algebras
isomorfas dos a dos en X y no isomorfas a p.

Pregunta ¢&Cuaéles son los elementos de
X de altura 1? (Y los de altura méxima? {Qué
dlgebras poseen sélo una cantidad finita de dege-
neraciones?

Ejemplo. Otras obstrucciones conoci-
das para la degeneracién p — q entre algebras de
Lie py q son:

dim p(A,A) > dim q(A,A),
dim z(p) < dim z(q),
dim ab(p) < dim ab(q),

donde z(p) = {a en A : p(a,A)=0} y ab(p) denota
la dimensién de cualquier subédlgebra abeliana
maximal de p. Se conoce la tabla completa de
degeneraciones de 4lgebras de Lie complejas de
dimensién < 4 (ver [1]) y en el caso nilpotente
hasta dimensién 6 inclusive (ver [17]). Existen
exactamente dos dlgebras de Lie p y q de altura
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1 para n > 3 (ver [8]), las cuales se pueden defi-
nir en términos de una base T a } de A por

p(a,a,) = a; q(a,a) = a, para todoi = 2, ..., n.

Una pregunta que permanece abierta es
si hay un dlgebra de Lie nilpotente que no sea
degeneracion de ninguna otra algebra de Lie.

5. Rigidez

Sea X una clase de algebras. Un élge-
bra p en X se dice rigida (en X) si su érbita
GL(A).p es abierta en X, es decir cualquier per-
turbacién suficientemente pequenia de p dentro
de X debe ser isomorfa a p. Un hecho intrigante
es que hay a lo sumo una cantidad finita de
algebras rigidas en X, pues cuando GL(A).p es
abierta su clausura es una componente
irreducible de la variedad algebraica X, las cua-
les se sabe, son finitas. Esto hace de las 4lgebras
rigidas una clase muy interesante para estudiar,
cualquiera sea X, sabiendo que su clasificacién
dard como resultado una lista finita, algo més
acorde con la idea que uno siempre tuvo de “cla-
sificar”. El Gnico inconveniente es que podrian
ser demasiadas, como ocurre en el caso de
algebras de Lie (ver Tabla al final).

Pregunta ¢Es posible caracterizar a las
élgebras rigidas de X algebraicamente?, es decir,
éexisten condiciones nitidas sobre la estructura
algebraica de un élgebra (A,p) que sean suficien-
tes y/o necesarias para la rigidez de p? {Cuéntas
algebras rigidas hay en X?

Recordar que una cota inferior de la can-
tidad de algebras rigidas de X es también cota
inferior de la cantidad de componentes irre-
ducibles de X.

Ejemplo. Hemos visto en Seccién 3 que
si el segundo grupo de cohomologia de Chevalley
satisface H*(p) = 0, entonces p es rigida. Se de-
duce entonces que toda algebra de Lie semisimple
es rigida, aunque se conocen varios ejemplos tam-
bién de élgebras de Lie solubles que son rigidas,
e incluso algunas de éstas con la sorprendente
propiedad de tener H?(p) no nulo (ver [5]). Uno
de los problemas abiertos mas intri-gantes del
drea es si existird un élgebra de Lie nilpotente
rigida.

6. Aplicaciéon momento

La nocién de aplicacién momento provie-
ne de Geometria Simpléctica, pero su definicién
en el caso de acciones lineales como la nuestra es
tan natural, que uno no necesita verla desde ese
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punto de vista para entender o para aplicar los
resultados obtenidos gracias a esta interaccién.
Referimos al lector a [12, Chapter 8] para més
informacién, y a [15] para un recuento actualiza-
do del uso de la aplicacién momento en Teoria
Geométrica de Invariantes.

Derivando la accién de GL(A) en P se
obtiene un morfismo de algebras de Lie ® del
espacio gl(A) en End(P), dado por

6X)p = Xp(-,’) - p(X,) — p(HX").

Notar que ©(X)p = 0 si y sélo si X es una
derivacién del algebra (A,p).

Fijemos cualquier producto interno <,>
en el espacio vectorial A (que sea hermitiano si
trabajamos sobre C), el cual nos definira natural-
mente productos internos en 7 y en gl(A) de la
siguiente manera:

<p,9> = I <p(a;a),q(a;a)>,
<X,Y> = X <Xa,Ya >,

donde {a,,...,a } es cualquier base ortonormal de
A. Notemos que 8(X)! = 0(X*) para todo X en
gl(A) debido a la eleccién natural de productos
internos hecha en todos los espacios. Denotemos
por O(A) al subgupo de GL(A) de operadores <,>-
ortogonales y por ant(A) y sim(A), a los subes-
pacios de gl(A) de operadores antisimétricos y si-
métricos, respectivamente. Cada operador X se
escribe de manera Gnica como suma de un
antisimétrico y uno simétrico, y la correspondien-
te descomposiciéon en suma directa

gl(A) = ant(A) + sim(A)

que queda determinada se llama descomposicion
de Cartan.

La aplicacién momento para la accién de
GL(A) en P es la funcién

m: P — sim(A)
definida implicitamente por

<m(p),X> = <6(X)p,p>, para todo X en
sim(A).

Para cualquier subgrupo cerrado G de
GL(A) tal que g! pertenezca a G para todo g de G
se puede definir la aplicacién momento de la ac-
cién de G en P, la cual coincidira con la proyec-
cién ortogonal m (p) de m(p) en sim(A), la in-
terseccién de sim(A) con el algebra de Lie de G.

El operador simétrico m (p) detecta en
algin sentido el comportamiento de la funcién
norma || || : P — R restringida a la érbita G.p
en un entorno de p. En efecto, se sabe que mG(p)

= 0 precisamente cuando p es un vector minimal,
es decir ||p|| es el minimo de {||g.p||: g en G}.
Si una érbita tiene un vector minimal entonces
contiene una tnica K-6rbita de vectores mini-
males, donde K = G n O(A), el subgupo compac-
to maximal de G. Notar que la funcién norma es
K-invariante, asi que éste es el resultado éptimo
de unicidad posible.

La interaccién entre Geometria Simpléc-
tica y Teorfa de Invariantes se basa en el siguiente
hecho remarcable, probado por Kempf'y Ness en [6]:

la érbita G.p es cerrada si y sélo si contiene un
vector minimal.

En otras palabras, el cociente categéri-
co X//G definido en Seccién 2 y la llamada reduc-
cién simpléctica m;?(0) / K, son la misma cosa.
Todos estos resultados sobre vectores minimales
han sido probados en el caso real por Richardson
y Slodowy en [14].

Si prestamos atencién al hecho de que
las 6rbitas cerradas son entonces las que contie-
nen un cero de la funcién cuadrado de la norma
de la aplicacién momento, luego de normalizar,
ignorar al 0 y considerar

F(p) := [[mg@)[|*/ I[Pl

surge la siguiente pregunta natural: {Cuédles son
los otros puntos criticos de F, es decir aquéllos
con F(p)>0? Y en nuestro caso particular, écuan
especiales son las adlgebras que contienen un pun-
to critico de F en sus érbitas? Notemos que F es
invariante por escalares y entonces F es en reali-
dad una funcién de cualquier esfera de 7 o del
espacio proyectivo de P, donde la accién de G
heredada estd bien definida. Es importante no-
tar también que el hecho de que p sea un punto
critico depende del producto interno que hemos
fijado en P, pero no asf la propiedad de que G.p
contenga un punto critico.

Kirwan [7] y Ness [13 ] (ver [11] para el
caso real) probaron independientemente que los
puntos criticos de F siguen gozando de algunas
de las lindas propiedades de los vectores mini-
males, como son la de ser tnicos en su érbita sal-
vo la accién de K y la que sigue: p es punto criti-
co de F si y sélo si p es un minimo de la funcién
F restringida a G.p.

Para G = GL(A) (o equivalentemente
SL(A)), esto nos permite considerar un nuevo
cociente, denotado por

F:P-R,

X Il GL(A),

bastante més grande que el cociente categérico
XJ//SL(A), que parametriza el conjunto de clases
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de isomorfismo de élgebras en X que contienen
un punto critico de F en sus érbitas.

Pregunta ¢Es posible describir las
algebras en X que tienen un punto critico de F
en sus 6rbitas de manera algebraica? &Qué clase
de espacio topolégico es X///GL(A)? ¢En qué ca-
tegoria es X///GL(A) el cociente universal defi-
nido en la Seccién 27

Sucede algo interesante con los maximos
globales de F. Si en un algebra p de X se realiza
el méximo de F en X, entonces como también
sabemos que p debe ser el minimo de F restrin-
gida a GL(A). p, obtenemos que F es constante en
la érbita GL(A).p. Esto implica que todos los
puntos de GL(A).p son criticos, y se sigue luego
de la unicidad que

GL(A).p = k' O(A).p,

pues O(A) es el compacto maximal de GL(A). Se
deduce entonces que la Gnica degeneracién posi-
ble de p es p — O, es decir, p tiene altura 1 (ver
Seccién 4). En otras palabras, la GL(A)-6rbita de p
es casl cerrada, sblo contiene al 0 en su frontera.

En el otro extremo, bastante més difici-
les de detectar, se encuentran los minimos
globales de F en X, los que definen algebras con
érbitas enormes y que deberian resultar especia-
les algebraicamente dentro de X.

Pregunta &Cudles son los minimos y
maéximos globales de F en X? &Se los puede carac-
terizar algebraicamente?

Ejemplo. En el caso de la variedad de
élgebras de Lie L sobre C, se ha obtenido en [9]
lo siguiente:

a) El minimo global de F : £ — R se al-
canza sblo y en todas las &lgebras de Lie semisim-
ples, y es igual a 1/n. En el caso de que no haya
ninguna de dimensién n, entonces es alcanzado
en toda suma directa de una semisimple con un
factor abeliano de dimensién 1 o 2, dependiendo
de si hay una semisimple (n-1)-dimensional o no.

b) La GL(A)-6rbita correspondiente a la
suma directa del dlgebra de Heisenberg 3-dimen-
sional y un factor abeliano de dimensién n-3 (es
decir el dlgebra p definida al final de Seccién 4),
consiste de una tGnica O(A)-6rbita salvo miltiplo
escalar y es el (inico lugar donde se realiza el
méximo global de F, que es igual a 3.

c¢) El estudio de puntos criticos de F' : £
— R se reduce esencialmente a considerar pun-
tos criticos nilpotentes, pues todo punto critico es
el producto semidirecto de un punto critico

Jorge Lauret. Sobre la clasificacion de dlgebras

nilpotente por un &algebra de Lie reductiva (i.e.
semisimple médulo un ideal abeliano) de deriva-
ciones que satisfacen varias propiedades de com-
patibilidad con el producto interno de la parte
nilpotente.

Describimos a continuacién una estrati-
ficacion de X introducida por Kirwan en [7]. Sea
Crit(F) el conjunto de puntos criticos de la fun-
cién F : X — R, correspondiente a la aplicacién
momento m : X — sim(A) para la accién de GL(A)
en X. La imagen de Crit(F) por m resulta ser,
salvo conjugacién y miltiplos escalares, un con-
junto finito. Si tal conjunto intersecado con al-
guna camara de Weyl de gl(A) (por ejemplo las
diagonales respecto de alguna base con autova-
lores ordenados de menor a mayor) estd dado por

{X, ..y X 1,

entonces el flujo definido por —grad(F) en X de-
termina una estratificacién

X=5U..US  (unién disjunta),

donde cada estrato S, estd dado por

S, = {pen X: el flujo —grad(F) partiendo de p
converge a un ¢ en Crit(F) con m(q) conjugado
a X salvo multiplo}.

E] flujo se queda en la GL(A)-6rbita de
su punto de partida p todo el tiempo, aunque su
limite q (que pertenece a Crit(F)) podria perte-
necer o no a GL(A).p. Si se queda se obtiene que
[p] es un elemento de X///GL(A), de lo contrario,
queda determinada una degeneracién p — q. Un
problema abierto es si en este dltimo caso [p] real-
mente no pertenece a X///GL(A).

Dicha estratificacién tiene algunas pro-
piedades de fronteras muy ttiles, en el sentido
que la clausura de un estrato puede estar conte-
nida sélo en algunos de los otros, todo esto espe-
cificado por cierto orden parcial en el conjunto de
indices {1, ..., r} definido por las normas de los
X.. Existen subgrupos reductivos G,, ..., G, de
GL(A) y cerrados Zariski X+ X_de X, respec-
tivamente invariantes por G, ..., G, tales que

X/ GLA) =X //G U..UX /G,

donde X // G, es el cociente categérico. Para cada
i se tiene ademas que

X/l G, = {p en Crit(F) : m(p)
es conjugado a X} / O(A).

Se concluye que el cociente X///GL(A),
sin haberse quedado en la categoria de varieda-
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n “dim”L/~ dim[ #CI(L) #rigidas #N/~ “dim” N/~ dimN #CI(N)

2 0 2 1 1 1 0 0 1

3 1 6 2 1 1 0 4 1

4 2 12 4 2 1 0 9 1

5 3 21 7 3 6 0 17 1

6 4 32 17 6 20 0 28 1

7 - 45 49 14 ) 1 40 2

8 - - - - oo >4 > 55 >3
n>> - - >d >d ) >c - n

n

n n

“dim” L/~ : cantidad méxima de pardmetros que puede tener una familia contenida en £/GL(A).

dim[ : dimensién de la variedad algebraica L.

#CI(L) : cantidad de componentes irreducibles de LL.

#rigidas : cantidad de élgebras de Lie rigidas.

#N]~ : cantidad de éalgebras de Lie nilpotentes salvo isomorfismo.

“dim”.’N]""
dim/V : dimensién de la variedad algebraica /.

: cantidad méaxima de parametros que puede tener una familia contenida en /N/GL(A).

#CI(N) : cantidad de componentes irreducibles de .

n >> : n suficientemente grande.
d, = e¥»e®™ donde k = log(2)¥4.
c, = (n-2)%48.

- : problema abierto.

des algebraicas, no se ha ido tan lejos. Admite una
estratificacién o descomposicién en subespacios
homeomorfos a variedades algebraicas tal que la
clausura de cada una de ellas estd controlada de
acuerdo a un cierto orden parcial en el conjunto
de indices. ¢Define esto una categoria de espacios
topolégicos?

Ejemplo. Para n = 4, las componentes
irreducibles de la variedad de algebras de Lie £
son todas clausuras de algtn estrato (ver [9]).

Para més informacién sobre lo que sigue
ver el articulo expositivo [10]. Sea /N la varie-
dad de &lgebras de Lie nilpotentes. Ejemplos de
puntos criticos de F en /N incluyen todas las
élgebras de Lie nilpotentes de dimensién < 6, los
nilradicales de cualquier subédlgebra parabdlica de
un &lgebra de Lie semisimple, las élgebras de
tipo-H y toda &4lgebra de Lie nilpotente con un
ideal abeliano de codimensién 1. Es sorprenden-
te, sin embargo, que las 4lgebras de Lie nilpo-
tentes libres en su mayoria no tienen un punto
critico en sus 6rbitas.

Todo punto critico p de F en /N admite
una graduacién por los niimeros naturales, es
decir una descomposicién en suma directa de
subespacios

A=A +..+A

(algunos podrian ser nulos) tal que p(Al,AJ) esta
contenido en A, para todo i,j. Esta es la tinica

obstruccién algebraica general que se conoce,
aunque también se pueden encontrar en la lite-
ratura varias algebras de Lie nilpotentes gradua-
das que no admiten un punto critico en sus 6rbi-
tas, incluyendo ejemplos 2-pasos nilpotentes (i.e.
p(A,p(AA)) = 0), filiformes (i.e. (n-1)-pasos
nilpotentes) e incluso una curva en dimensién 9.

Nota. La siguiente interaccién con Geo-
metria Riemanniana ha sido muy fructifera en los
altimos afios, tanto en una como otra direccién,
y es la principal responsable de la mayoria de los
resultados descriptos més arriba: el cociente 2N/
/GL(A) parametriza las clases de isometria de
métricas Riemannianas de Einstein en el espacio
euclideo R**! que son invariantes por un grupo
de Lie soluble transitivo de difeomorfismos de
R~*1, las cudles son hasta ahora los Gnicos ejem-
plos de variedades homogéneas Einstein no com-
pactas. A su vez, también las métricas en R» lla-
madas solitones de Ricci que son invariantes por
un grupo de Lie nilpotente de difeomorfismos son
parametrizadas (salvo isometria) por Nj//GL(A).
Estas tltimas corresponden a soluciones muy es-
peciales del flujo de Ricci, estudiado profunda-
mente en la teoria de Hamilton-Perelman usada
para probar la Conjetura de Poincaré.

En la siguiente tabla se da una informa-
cién actualizada de algunos resultados que se co-
nocen sobre la clasificacién de &lgebras de Lie y
las variedades £ y N. Referimos al lector a [5]
para maés informacién.
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