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Resumen

L.os métodos estadisticos cldsicos generalmente se obtienen optimizando su com-
portamiento cuando los errores tienen distribucién normal. Sin embargo, pequefias des-
viaciones de la normalidad o la presencia en la muestra de una pequefia proporcién de
puntos atipicos pueden afectar su comportamiento notablemente v llevar a conclusiones
erréneas. Como alternativa, se propenen procedimientos robustos que tienen las siguien-
tes propiedades: (1} son poco sensibles a las desviaciones mencionadas y (ii) tienen un
comportamiento altamente eficiente cuando los errores son normales. En particular, se
presentan estimadores robustos para el modelo de medicién y regresion lineal.
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Abstract

In general, classical statistical methods are derived assuming normally dis-
tributed errors. However small deviations of normality or the presence in the sample
of a small fraction of outliers may spoiled these procedures completely. As alterna-
tive, we propose robust statistical procedures which have the following properties
(1) They are not much sensitive to deviations from normality or to the presence of a
few outliers and (ii) they are highly efficient for normal errors. In particular, we
present here robust estimates for the measurement model and linear regression

Key words: Robust methods, Measurement model, Linear regression.

1. Introduecién

La mayor parte de los métodos esta-
disticos cldsicos se basan en la hipétesis que
los datos son normales.

Conferencia pronuncicda en su incorpora-
cidn como Académico Titular, el 28 de abril de 2000.

La distribucién normal, también lla-
mada distribucion de Gauss, esta caracteri-
zada por dos parametros: la media x v la
varianza ¢ y la simbolizaremos por N(z, o).
Su funcién de densidad es
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En la Figura 1 se representa esta
densidad para el casou =0y ¢® = 1. Su fun-
cién de distribucion esta dada por

Fy  (x)=PX <x)= [ f¥, (),

donde P indica probabilidad y X denota a
1a correspondiente variable aleatoria.

El principal argumento que se utili-
za para justificar en Estadistica la hipote-
sis de normalidad es el Teorema Central del
Limite. Un enunciado informal de este teo-
rema es el siguiente: Sea U una variable
aleatoria que se puede expresar como

U=Z +Z,+..+Z,

donde Z , Z, ..., Z son variables aleatorias
independientes y todas del "mismeo orden”,
entonces la distribucién de U se puede
aproximar por la distribucién normal. De-
bemos enfatizar dos aspectos de este enun-
ciado.

1. Las variables deben ser todas del
misme orden.

2. La distribucién de U no resulta
exactamente normal sino sélo aproximada-
mente normal.

Una formalizacién de este enuncia-
do es el Teorema de Lindeberg donde se
precisa el concepto de sumandos del mismo
orden, ver por ejemplo Billingsley [2].

Caneldad normal
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Figura 1. Densidad normal
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Censideremos primere un modelo
simple: el modelo de medicién. Supongamos
que se quiere medir una magnitud z. En ge-
neral, como los métodos de medicion no es-
tan exentos de error, el valor medido X sera

X=u+g (1)

donde € es el error de medicion. Por lo tan-
to, para poder estimar z con precision se
requerira repetir la medicién varias veces.
Supongamos que se realizan n mediciones
y se obtienen los valores X, X, ,... X . Lue-
go se tendra

X=u+eg, i=1..,n (2)
Las hipétesis habituales que se rea-
lizan sobre los errores de medicién ¢, son
Pl. ¢, &, ..,6, son variables
aleatorias independientes.
P2. Todos los ¢ tienen una misma
distribucién F que es simétrica respecto de 0.
P3. La distribucién F es normal.
Un estimador éptimo para & bajo las
hipdtesis P1, P2 ¥ P3 es el promedio o me-
dia muestral que estd dado por

X b Xyt

n

P2l

n

En efecto, si P1-P3 se cumplen, entonces la
media muestral es el estimador insesgado de
minima varianza. Ver por ejemplo Bickel {1].

La justificacién que se da para su-
poner P3 es el Teorema Central del Limite
dado gue generalmente es posible pensar
gue el error es debido a muchas causas in-
dependientes. Sin embargo X puede no ser
un buen estimador de x por las siguientes
razones:

1. Podria haber una causa de error
que predomina netamente sobre las otras,
en cuyo ¢aso el Teorema Central del Limi-
te no se cumpliria, ya que no todos los erro-
res serian del mismo orden.

2. Aun en el caso de que el Teore-
ma Central del Limite valiese, la distribu-
cion de £ seria s6lo aproximadamente nor-
mal y no exactamente normal.

El punto 2 lleva a preguntarse qué
ocurre con X _cuando la distribucién de los
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errores es sélo aproximadamente normal.
{Seguird siendo un buen estimador de 1? La
respuesta es negativa ya que X, es exirema-
damente sensible a la hipétesis de norma-
lidad, especialmente a ia presencia de ob-
servaciones atipicas conocidas en el lengua-
je estadistico como "outliers". Estos "out-
liers" pueden ser debides a varias causas:
® Errores al transcribir los datos

e Mal funcionamiento del instru-
mento de medicién.

® Condiciones ambientales anorma-
les, por ejemplo: humedad, temperatura,
presion, ete.

® F'n el caso de variables econdmicas,
éstas pueden estar afectadas por circuns-
tancias institucionales anormales naciena-
les o internacionales.

Matematicamente, estos "outliers"
pueden modelarse por una distribucién nor-
mal contaminada. En vez de suponer que
la distribucién F de los errores es normal,
este modelo establece que F es de la forma

F=(1- e)Fc;,‘fU2 + el (3)

donde £ es pequeiio (por ejemplo 0.05) y H
es una distribucién simétrica arbitraria. Al
conjunto de distribuciones de esta forma lo
llamaremos v, Una distribucién F es de la
forma (3) si con probabilidad 1 — £ las ob-
servaciones tienen distribucién normal con

media 0 vy varianza o2, F;;Lz, y con probabi-

lidad ¢ son "outliers" que provienen de una
distribucion H generalmente desconocida.
Cuando la distribucién F es normal conta-
minada, el comportamiento de }_fn deja de ser
optimo y puede dar resultados totalmente
aberrantes. En efecto, si la muestra provie-
ne del modelo (2) con errores ¢ con distri-

bucién F" ., la varianza de X es o/n. En

cambio, si la muestra proviene de una F
definida como en (3), la varianza puede ser
infinita por mas pequeno que sea £

Otra manera de ver la extrema sen-
sibilidad de Xu frente a la presencia de
"outliers" es la siguiente. Supongamos que
las observaciones X, ..., X provienen de una
muestra normal y se agrega un "outlier”
X .. Entonces resulta

X}Hl = L '}—(n + 1 Xn+1'
n+1l n+1l

Luego }_{m , puede hacerse tan grande como se
quiera tomando X | suficientemente grande.
Esto muestra gue un solo "outlier" puede
arruinar completamente este estimador.
Este comportamiento del promedio,
extremadamente sensible frente a pequefias
desviaciones de la normalidad, nos lieva a
definir el concepto de estimador robusto. Un

estimador © sera robusto si

1. jt es poco afectado por la presen-
cia de un pequefio porcentaje de "outhers".

2. Es altamente eficiente bajo la hi-
pétesis de normalidad. Por ejemplo se pue-
de pedir que

var(X,)

var(ﬂ) =095,

donde var indica varianza.

En la Seccién 2 se presentan esti-
madores robustos para el modelo de medi-
cion. En la Seccién 3 se introduce una me-
dida de robustez: el punto de ruptura. En
la Seccion 4 se estudian estimadores robus-
tos para el modelo de regresién lineal. Fi-
nalmente en la Seccién 5 se mencionan

otras dreas de la Estadistica donde se apli-
can estimadores robustos.

2. Estimadores robustos para el
modelo de medicion

El estimador robusto mas simple v
antiguo para el modele de medicidn (2) es
la mediana. Dada una muestra X, X, ...,
X , consideremos la muestra ordenada de
menor a mayor X <X, <. <X . Lame-
diana se define como

e si n=2m+1

=3 Ap ke

Ko mt1)
2

si n=2m.

Es decir fi,,, es el valor central si n es im-
par y el promedio de los dos valores ecentra-
leg 81 n es par.
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Veamos en un egjemplo cémo influye
un "outlier" en la media y la mediana. Con-
sideremos la muestra 2 < 2.05 < 2.06 < 2.08
< 2.09 < 2.11. Los valores centrales son 2.06

v 2.08, luego i, = 2.07. Un simple calcu-
lo muestra que X= 2.065. Si se agrega a la
muestra el "outlier" 10, el valor central re-
sulta 2.08, y por lo tanto fi,,, = 2.08. En
cambio el nueveo valor de la media es X =
3.20. Si el "outhier" agregado es 100 en vez
de 10 se obtiene fi,,, = 2.08 y X = 16.06.
En este ejemplo se observa como la media-
na es mucho menos sensible que la media
a la presencia de "outliers".

Sin embargo, el comportamiento de
{0 bajo datos normales es mucho menos
eficiente que el de'Xn. En efecto, se puede
demostrar que si se tiene una muestra
aleatoria X, X, ..., X del modelo de medi-
cion (2) donde los errores g tienen distribu-
cion N(z, o%), entonces n”“(}?, _— n) tiene dis-
tribucién N(0, 6%} independientemente de .
En cambio la distribucién de a*(f,,, — &)
se aproxima a una N(0, 76%2) (ver por ejem-
plo Huber [11]). Por lo tanto

Varas()_{ n )

— M -2 -0636, ()
varas(ji MED) n

donde varas indica la varianza asintdtica, es
decir la varianza de la aproximacién normal.
Como X, es exactamente normal, varas(X)
= var(X ). La ecuacién (4) muestra que la
mediana no satisface el segundo requisito de
un estimador robusto, es decir no es alta-
mente eficiente bajo errores normales.

E] préximo paso serd buscar estima-
dores que satisfagan los dos requisitos de
un estimador robusto. Para esto vamos a
recordar caracterizaciones de X y ., que
nos sugeriran nuevos estimadores.

Es bien conocido que X es el valor
de x que minimiza

n

2 (X;' - #)2

i=1

¥y que fi,g, es el valor de [ que minimiza
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_‘21 X, -yl
Ver por ejemplo Bickel [1].

Luego, los dos estimadores minimizan
en distintas métricas las distancias del valor
estimado a los elementos de la muestra. Las
funciones que definen las distancias son

p,{u) = u?
en el caso de ila media y

pw) = |ul

en el caso de la mediana. La mayor robus-

tez de f1,,, se debe a que p,(u) crece mas
lentamente que p,(x) y por lo tanto le da
menos peso a los "outliers”. Esto sugiere
definir una clase de estimadores mas gene-
ral ampliando la clase de funciones p.

En un trabajo fundacional de la teo-
ria moderna de la robustez, Huber [9] defi-
ne la clase de estimadores de tipo M (M-
estimadores). Dada una funcién p, el M-es-
timador correspondiente es el valor x que
minimiza

n

2o(X; — ) (5)
La funcién p debe satisfacer las siguientes
propiedades:

R1. Es una funciéon par, es decir
pl—u) = p(u).

R2. Si lull < |u2| entonces plu,) <
plu,).

Huber [9] muestra que se puede ob-
tener un estimador que herede simultdnea-

mente las buenas propiedades de X vy {4,

eligiendo una funcién p de modo que sea
cuadratica como p, para valores pequefios
de |ul v lineal como p, para valores gran-
des de |u|. Mas precisamente, Huber con-
sidera la familia de funciones

~2cu—c? 81 u<-c
pH(u)=u? si|ul<e . (6)
2cu — ¢? st u>ec.

En los puntos —¢ y ¢ la funecién p# cambia
de cuadratica a lineal, y este cambio se hace
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Figura 2. Funciones p

de manera que la funcién resulte derivable
en esos puntos. Se puede observar que
cuando ¢ — o el M-estimador basado en p#
se acerca a la media y cuando ¢ — 0, se
acerca a la mediana. En la Figura 2 se re-
presentan las funciones p correspondientes
a la media muestral, la mediana y a la fun-
cion o (u).

Huber prueba que las funciones de
la familia p#tienen propiedades de optima-
lidad utilizando un enfoque minimax que
describimos a continuacién.

Sea X, ..., X una muestra aleatoria
del modelo (2) donde los ¢ tienen distribu-

cién F y sea i, el M-estimador definido por

la minimizacién de (5). Entonces Huber {9}
prueba que bajo condiciones suficientemen-
te generales

n“ﬁ(,&n - ,u) = N(O,V(p,F)),

donde —, indica convergencia en distribu-
cion. Esto significa que para n grande la

distribucién de nV?2 (,&” - ,u) es aproximada-

mente N(0, V(p, F)), La varianza asintética
Vip, F) viene dada por

valor absaluta
3
2.5
2
1
a5
q4 2 4] 2 4
E.(wi(X
V( 0, F) = ’;(7'()),
Ex(v'(X))
donde ¥ = p'.

Si se conoce F, el estimador que de-
beria usarse es el M-estimador correspon-
diente a una funcién p que minimice Vi(p,
F). Este estimador es el estimador de maxi-
ma verosimilitud y la correspondiente p es
la funcion

plu) = — log flu)),
donde f/ = F'. Si F es normal

2 log{2noc?
pr(u)= 2”02 + (2 )

¥

y esto es equivalente a elegir p(u) = u? Por
lo tanto en este caso el estimador dptimo es
la media muestral.

Sin embargo, la situacién mas co-
mun es que F no sea conocida exactamen-
te. Una hipétesis razonable es que F perte-
nezca a v, el conjunto de distribuciones
normales contaminadas. En este caso, si se
usa el M-estimador definido por una funcién
p, el peor comportamiento de su varianza
asintética estara dado por
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Vﬂ(p) = maXFe\% V(,O, F)J

donde max indica méximo. El criterio
minimax consiste en elegir la funcién p*
que minimiza V*(p). Huber [9] mostré que
la funcién minimax p* pertenece a la fami-
ia p#(u) definida en (8), donde el valor ¢
depende de e El valor de ¢ decrece con &,
por lo tanto al aumentar la proporcién de
"outliers”, el M-estimador minimax se acer-
ca a la mediana.

_ Un problema para la eleceién de la
constante ¢ que define la funcién g7 () es
que £ en general no es conocido. Un crite-
ric muy utilizado en la practica es elegir ¢
de manera que para muestras normales el
estimador tenga una eficiencia, en términos
de varianza asintética, igual a 0.95. De esta
manera se cumple la segunda propiedad
que le pedimos al estimador robusto: que
fuera altamente eficiente para muestras
normales. Este valor es ¢ = 1.345.

Ejemplo 1. En la Tabla I presenta-
mos los valores de 24 determinaciones del
contenido de cobre en harina integral (en
partes por millén) ordenados de menor a
mayor.

A primera vista el valor 28.95 se
destaca de los restantes y puede ser consi-
derado un "outlier”. El valor del promedio
es X = 4.28, Si se elimina este "outlier" se

obtiene X = 3.21. En cambio fi,, = 3.385y
si se quita el "outlier" resulta &, = 3.37,
Usando el M-estimador correspondiente a
P, se obtiene i, = 3.21 cuando se usan

todas las observaciones y i, = 3.18 cuan-

do se quita el "outlier". Por lo tanto, co-
mo era de esperar, X es mucho mas sensi-

ble que f4,;, v 2, a la presencia del
“outlier".

Tabla I.— Contenido en cobre

2.20 220 240 2.80 2.50 270 2.80 2.90
3.00 3.03 3.10 3.37 3.40 3.40 3.40 3.50
3.60 3.70 3.70 3.70 8.70 3.77 5.28 28.95

V. J. Yohai. Métodoes estadisticos robustos.

3. Punto de ruptura: una medida de
robustez

Una medida de la robustez de un
estimador introducida por Hampel [5] es el
punto de ruptura. Heuristicamente, el pun-
to de ruptura es la minima proporcién de
"outliers” que puede hacer que el estimador
tome valores arbitrariamente grandes (po-
sitivos ¢ negativos). El concepto introduci-
do por Hampel es de caricter asintético.
Aqui nos referiremos a una version del pun-
to de ruptura introducida por Donoho y
Huber [3] para muestras finitas.

Consideremos un estimador i y su-
pongamos que se tiene un conjunto de n ob-
servaciones x,, x,, ..., %, . Para cada % entero
positivo, [lamemos A, al méximo valor abso-
luto que el estimador puede tomar cuando se
reemplazan £ de las observaciones dadas por
valores arbitrarios. Sea ahora k* el minimo
valor k£ que hace A, = oo. El punto de ruptura
del estimador [ (que simbolizaremos por
PR), es la proporcion del ntimero total de ob-
servaciones que k* representa. Es decir

PR{)=~".

Informalmente podemos decir que el punto

de ruptura de un estimador es la minima

proporcién de "outliers" que puede hacer el

estimador igual a mas o menos infinito.
En general, se tiene

L < PR(f)< 050,
n

En particular para el promedio y la media-
na se obtiene

PR(X)= % PRty ) = 0.50

El punto de ruptura de los M-estimadores
definidos por la minimizacién de (5) depen-
de de v = p'. 8i v es acotada entonces PR =
0.50 para cualquier conjunto de datos. Si v
no es acotada, PR = 1/n. Esto significa que
los M-estimadores son robustos si v sélo si
¥ es acotada.
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La funcién p# definida en (6) tiene
como derivada

~2¢c 81 u<-c
wi(u)=42u ] <c
2¢ st w>e
Esto implica que max| l;ff(u)[ = 2¢ y luego

w” (u) resulta acotada. Por lo tanto los co-
rrespondientes M-estimadores tienen el
méximo posible punto de ruptura 0.50.

4. Modelo de Regresién Lineal

Uno de los problemas comunes a to-
das las ramas de la Ciencia y de la Tecnolo-
gia es explicar el comportamiento de una
variable en funcién de otras. Llamemos a la
variable a explicar Y (variable dependiente)
y lamemos X, ..., X, a las variables utiliza-
das para explicar Y (variables independien-
tes). Un modelo de regresion establece que

YV=gX, ., X)+¢

donde ¢ es un error que puede reflejar

1. error de medicién de Y

2. la existencia de otras variables
que afectan a Y y que no estamos conside-
rando por desconocimiento de cudles son o
porque no hay registros de las mismas.

Generalmente se supone que E(g) =
(¥ indica esperanza o valor medio). El mo-
delo mas simple de regresion es el lineal en
el cual

Y=8+B8X +

El coeficiente S representa el incre-
mento medio de la variable Y cuando la va-
riable X, aumenta en una unidad, y f; el
valor medio de la variable ¥ cuando todas
las variables son 0.

Para poder estimar el vector de co-
eficientes B = (, B,, ..., B,) se requiere ha-
ber realizado varias observaciones del fend-
meno. Supongamos que hemos realizado n
observaciones

b BX +

Si los errores son independientes, normales
y tienen la misma varianza, entonces el
estimador dptimo, propuesto por primera
vez por Gauss, es el estimador de minimos
cuadrados (EMC), que se define de la ma-
nera siguiente. Dado un posible estimador
del vector 3, b = (b, b, ..., b)), se determi-
nan los errores que corresponderfan a cada
una de las observaciones

el(b) = Y -b-5X,-...-bX,
ez(b) = Y, ~b,-50,X,, -...-5X,,
en(b) = Y -b-bX,-...-6X,.

Entonces el estimador de minimos
cuadrados es el vector b que minimiza

G, (b) = éeiz (b)

Nuevamente este procedimiento es

muy sensible a la presencia de "outliers".
Un "outlier" en este caso es un punto (Y%,
X ¥, .., X.*) para el cual | v - B,-BX* -
- ,BX *l es grande en referencia a los otros
errores. Nuevamente este procedimiento es
muy sensible a la presencia de "outliers".
Uno sole puede provocar cambios ilimitados
en los coeficientes estimadoes por minimos
cuadrados. Por lo tanto su punto de ruptu-
ra es 1/n.

Con el objetive de obtener estima-
dores robustos, Huber [10] propuso exten-
der los M-estimadores para el modele de
regresion. Estos se definen como el vector
b gue minimiza

C,(0) = £l (b))

-97 -



donde = p' es acotada. Una posible elec-
cién seria tomar p(u) = |u] o las funciones
P (w) definidas en (6). En el primer caso se
tiene el estimador de minimos valores abso-
lutos (EMVA) y corresponde a minimizar

Cy(

=2, (b)‘

A pesar de que los M-estimadores
son menos sensibles a "outliers" que el
EMC, no son totalmente robustos. Su pun-
to de ruptura continta siendo 1/n. Es de-
cir, un solo "outlier” puede provocar que un
M-estimador tome valores arbitrariamente
grandes.

Para simpljficar el estudio de las
propiedades de robustez de los M-estima-
dores vamos a considerar el modelo con una
sola variable. Consideremos n observacio-
mes (¥, X ), (¥, XY « Y, X), y supon-
gamos que se agrega una observacién (Y¥,
X*) que es un "outlier". Se debe distinguir
dos casos

1. X* es un "outlier" entre Koy oy 2% 5
es decir estd alejado del centro de estos da-
tos. En este caso (Y*, X*) puede tener una
influencia no acotada en el M-estimador.

2. X* no es un "outlier" entre K
X . En este caso (Y*, X*) tiene poca 1nﬂuen-
cia en el M-estimador.

Los M-estimadores son robustos so-
lamente respecto a "outliers" de tipo 2.

El primer método de estimacion de
los coeficientes de regresién con punto de
ruptura 0.50 con respecto a todo tipo de
"outliers" es el estimador de minima media-
na de cuadrados (EMMC). Este estimador
fue propuesto por Hampel [6] y luego desa-
rrollado por Rousseeuw [12] quien elaboré
un algoritmo.de cdlculo. El EMMC se defi-
ne como el vector b que minimiza

Crmp(b) = MEDIANA (eX(b), ..., *(b)).

Como contrapartida a su alta robus-
tez, la eficiencia del EMMC es extremada-
mente pobre para muestras normales.
Mientras el EMC y los M-estimadores se
aproximan a los valores verdaderos de los
coeficientes de regresién con orden n'2 (eg
decir la diferencia entre valor estimado y

V. J. Yohai. Métodos estadisticos robustos,

valor verdadero es de orden n'?) el EMMC
se aproxima con orden n'?. Qtra dificultad
para hacer inferencia estadistica con el
EMMC es que su distribucién asintética no
es normal, Esto hace dificil realizar tests e
intervalos de confianza basados en este es-
timador.

El préximo paso sera considerar
estimadores robustos con punto de ruptu-
ra 0.50 pero con mayor eficiencia que el
EMMC y con distribucién aproximadamen-
te normal.

Dada una muestra de residuos
U,

17 e 2

u=(u

pedemos definir diferentes medidas que
indiquen cuan lejos de 0 se encuentran. Por
gjemplo, tenemos las siguientes medidas

n =1

RV
S'Q(L‘r,l,-»-un):(l Zufj ,

Sifr, )= Sl

ni=1
y

S;xrm(ul""’un)zMEDIANA (I ’ ’JunD

Obsérvese que el EMC minimiza
S,(e,(b), ..., e (b)), el EMVA S (e (b}, ..., e, (b))
v el EMMC Sypple b)), ., e (b)).

En general, una funcién S ez lama-
da un estimador de escala si tiene las si-
guientes propiedades

L 8, . ) 20

2. Sy, .y hu) = 118 Wi e TN

3. Es mvarlante por permutacwnes
del orden de la muestra.

4. 5i |uj‘[ = |u‘1 para todo I, enton-
ces S(u®, .., wt = S, .., u,).

Es facil probar que Sv S, v S,pp ve-
rifican estas propiedades y por lo tanto son
estimadores de escala.

Un M-estimador de escala Sy, o u)
se define como el valor s que satlsface

{5
N i=1 s
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donde p satisface las propiedades R1-R2
establecidas anteriormente y

R3p(0}) = 0

Rousseeuw y Yohai [13] introducen
los S-estimadores para el modelo de regre-
sién lineal como el valor b que minimiza

S(e, ), ..., e (b)),

donde S es un M-estimador de escala.

Rousseeuw y Yohai mostraron que si
p satisface R1-R3 y ademas es acotada, en-
tonces el punto de ruptura dei correspon-
diente S-estimador de regresién es

PR= min(!l, 1- EJ,
[ C

e

donde
a = max p.

Luego si ¢ = a/2, el punto de ruptura de un
S-estimador es 0.50.

En cuanto a su eficiencia, Roussecuw
v Yohai demostraron que si p es dos veces
derivable, los S-estimadores se aproximan
al valor verdadero con orden n*. Por lo
tanto son mas eficientes que el EMMC.
Ademis la distribucién de estos estimadores
se aproxima a la normal cuando el tamaio
de la muestra aumenta.

Hossjer [8] resolvié el problema de
encontrar el S-estimador con PR = 0.50 con
minima varianza asintética bajo errores
normales. El resultado es que si lamamos

a este estimador 15’3":(13?0, 20w BT

B = (B{‘C, ME oy ﬁ‘c) al estimador de mi-

nimos cuadrados

varaé(ﬁf‘fc)

Varas(fi fﬂ) =058

JEEL k.

Por 1o tanto, aunque los S-estimadores son
mucho mas eficientes que el EMMC, su efi-
ciencia es baja relativa al EMC.

Yohai y Zamar [16] definen un nue-
vo tipo de escalas, llamadas escalas de tipo

7, que permiten encontrar estimadores que
simultdneamente tienen alto punto de rup-
tura y son eficientes. Estas escalas se basan
en 2 funciones p, y p, que tienen las propie-
dades R1-R3 y que ademads son acotadas.

Usando p, se calcula un M-estimador
de escala inicial §,,

D P 1y
nEpl[SM] “

El r-estimador de escala S, se define de la
siguiente manera

n .
Sf(ul, ey un) i Sﬁ(ul,...?un)l2p2[_";~},
S SM
v los 7-estimadores de regresién se definen
minimizando

S (e,(b), ..., e (b)),

Obsérvese que si p,(u) = u®entonces

1 n
S, (ug s, ) == Su?
Il =1

independientemente de p,. Es decir, se ob-
tiene la escala que se usa para minimos
cuadrados. Luego, para obtener un estima-
dor que sea altamente eficiente bajo norma-
lidad bastard elegir como p, una funcién
parecida a u? pero acotada.

Yohai y Zamar {16} mostraron que se
pueden elegir p, y p, de manera que el co-
rrespondiente 7-estimador de regresién ten-
ga punto de ruptura 0.50 y eficiencia tan
alta como se quiera cuando los errores
son normales. Por ejemplo, si llamamos

(Bi,'”,l};) a los r-estimadores, se puede

conseguir que

varas([S’ e )

varas(;é‘.r ) 0%,

1<i<k.

Finalmente Gervini y Yohai [2002]
obtienen estimadores que tienen simulta-
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neamente las siguientes propiedades: (i}
punto de ruptura igual 0.50 y (ii) eficien-
cia asintdtica igual a la del EMC. Mas pre-
cisamente, si llamamos a estos estimadores

( fF>"'1 6fF)7 se tendra

Varas(iﬁfs)

— = 100,
varas(ﬁ B )

Estos estimadores son obtenides en
los siguientes pasos:

1. Se encuentra un S-estimador con
punte de ruptura 0.50.

2. Se obtienen los restduos a partir
del S-estimador obtenido en el paso 1.

3. Se compara la distribucién de los
residuos con la distribucién normal, y se
elimina una cierta cantidad de observacio-
nes correspondientes a los residuos mas
grandes en valor absoluto. Esto se hace de
manera que la cola de la distribucién de los
residuos restantes se "parezca” a la corres-
pondiente a la normal.

4. Con las observaciones restan-
tes se caleula el estimador de minimos cua-
drados.

Ejemplo 2. El primer ejemplo de
regresion tiene como variable dependiente ¥
el nimero de llamadas internacionales rea-
lizadas desde Bélgica anualmente y como
variable independiente X el afio. Los datos,
que fueron obtenidos de Rousseeuw y Leroy
(141, corresponden al periodo comprendido
entre los afios 1950 y 1973. En la Figura 3
graficamos esos datos, pudiéndose observar
que aquellos correspondientes a los afos
1964-1969 pueden considerarse "outliers".
En Ia Figura 3 también se grafican las rec-
tas correspondientes al EMC y a un S-esti-
mador (SE) con punto de ruptura 0.50. Se
observa que el EMC es afectado sensible-
mente por "outliers”, pero no asi el S-estima-
dor. Los datos de este ejemplo fueron obte-
nidos del "Belgian Statistical Survey". En un
Boletin posterior se reconocié que los datos
de los afios 1964-1969 correspondian a gas-
to y no a namero de llamadas.

V. J. Yohai. Métodos estadisticos robustos.

Ejemplo 3. Este ejemplo esta basa-
do en datos astrondémicos. Los datos, obteni-
dos de Rousseeuw v Leroy [14], correspon-
den al diagrama de Hertzprung-Russell de
47 estrellas del conglomerado CYG. La va-
riable dependiente Y es el logaritmo de la
intensidad de la luz y la variable indepen-
diente X el logaritmo de la temperatura. En
la Figura 4 estan graficados los datos y las
rectas correspondientes al EMC y un S-es-
timador (SE) con punto de ruptura 0.50. Se
pueden observar cuatro claros "outliers" con
temperaturas extremadamente bajas. Estos
"outliers” provocan que la recta correspon-

2001
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Figura 3. Datos de llamadas internacionales
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Figura 4. Diagrama de Hertzprung-Rusell
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diente al EMC esté alejada de la mayoria de
los datos. En cambio, la recta correspondien-
te al S-estimador es poco influida por los
"outliers" y representa adecuadamente la
relacion lineal entre ambas variables para la
mayoria de los puntos.

5. Métodos robustos en otros modelos

También se han desarrollade méto-
dos robustos para otros modelos estadisticos
ademds de los considerados en este traba-
jo. Podemos mencionar entre otras areas
donde se aplican métodos robustos: Anali-
sis Multivariado, Series de Tiempo, Mode-
los Lineales Generalizados, Modelos Econo-
métricos, Datos Direccionales, Regresién no
Lineal, ete. -

Los aspectos teéricos de los métodos
robustos pueden consultarse en los libros de
Huber [11] y de Hampel et al. [7]. Un enfo-
que mas aplicado puede encontrarse en el
libro de Rousseeuw y Leroy [1987].

Referencias

[1] Bickel, P.J. y Docksum, K.A. Mathemati-
cal Statistics: basic ideas and selected top-
ics, Prentice Hall, Upper Saddle River,
(2000).

[2] Billingsley, P. Probability and Measure. 3rd
Edition, Wiley, New York, (1995).

[3] Donoho, D.L. y Huber, P.J. The notion of
breakdown point, in A Festschrift for Erich
Lehmann, P.J. Bickel, K. Doksum and J.L.
Hedges, Jr., eds., Wadsworth, Belmont,
157, (1983).

[4] Gervini, D. ¥ Yohai, V.J. A class of fully
efficient regression estimates. Aparecerd en
el Ann. Statist., (2002).

[5] Hampel, F.R. A general definition of quali-
tative robustness. Ann. Math. Statist., 42,
1887, (1871).

[6] Hampel, F.R. Beyond location parameters:
robustness concepts and methods. Bulletin
of the International Statistical Institute, 46,
375, {(1975).

[7]1 Hampel, F.R., Ronchetti, E.M., Rousseeuw,
P.J. y Stahel, W.A. Robust Statistics. The
Approach Based on Influence Functions,
Wiley, New York, (1986},

{8] Hossjer, 0. On the optimality of S-estima-
tors, Statist. and Probability Letters, 12,
413, (1992),

[9] Huber, P.J. Robust estimation of a location
parameter, Ann. Math. Statist., 35, 73,
(1964).

[10] Huber, P.J. Robust regression: Asymptotics,
conjectures and Monte Carlo, Ann. Statist.,
1, 799, (1973).

I11] Huber, P.J. Robust Statistics, Wiley, New
York, (1981},

[12] Rousseeuw, P.J. Least median of squares
regression, J. Amer. Statist. Assoc, 79, 8§71,
{1984).

[13] Rousseeuw P.J. y Yohai, V.J. Robust regres-
sion by means of S-estimators, in Robust
and Nonlinear Time Series Analysis, J.
Franke, W. Hardle, and R.D. Martin (eds.),
Lecture Notes in Statistics, 26, Springer,
New York, 256, (1984).

[14] Rousseeuw, P.J. ¥ Leroy, AM. Robust re-
gression and outlier detection, Wiley, New
York, (1987).

[15] Yohai, V.J. High breakdown point and high
efficiency robust estimaies for regression,
Ann. Statist, 15, 642, {1987).

18] Yohai, V.J. y Zamar, R.H. High breakdown-
point estimates of regression by means of
the minimization of an efficient scale, .J.
Amer. Statist. Assoc., 83, 406, (1988).

Manuscrito recibido y aceptado en abril de 2002.

-381-



