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Resumen

Se presenta un panorama, ne demasiado téenico, de una reciente
formalizacién de la légica borrosa basada en las t-normas continuas y de las estruc-

turas algebraicas asociadas.
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Abstract

This is an overview, avoiding technicalities, of a recent formalization of fuzzy
logic based on continuous t-norms and of the associated algebraic structures.
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La ldgica borrosa, también conocida
como ldgica difusa (fuzzy logic en inglés),
tiene su origen en un trabajo de L. A. Zadeh
publicado en 1965 [44] v desde entonces se
ha desarrollado vertiginosamente, habien-
do sido aplicada con éxito en problemas de
control, diagndstico, cdlculo de estructuras,
etc. Incluso es ahora comin encontrar elec-
trodomésticos regulados por légica borrosa.

A pesar de este desarrollo, la logica
borrosa aparece mas como un conjunto de

Conferencia pronunciadae en su incorpo-
racién como Académico Titular, el 30 de abril
de 1999.

recetas empiricas que como una teoria for-
malizada. Su formalizacién matematica es
importante tanto del punto de vista concep-
tual como del de su potencial para aplica-
ciones mas sofisticadas. Un notable intento
de formalizar ciertos sistemas de légica bo-
rrosa es el reciente libro de P. Hajek [25],
que utiliza la bien desarrollada teoria de las
légicas multivaluadas.

Nos proponemos describir brevemen-
te 1a formalizacidon de Hdjek v nuestras con-
tribuciones a la misma, basadas en nuestra
experiencia previa en el tratamiento alge-
braico de légicas multivaluadas (ver, por
ejemplo, (5, 17, 18)).
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La idea béasica es obtener un calcu-
lo proposicional preciso partiendo de enun-
ciados imprecisos.

En el tratamiento clasico de la logi-
ca, las proposiciones son enunciados que
pueden ser verdaderos o falsos. Esta "biva-
lencia" de la légica clasica se funda en los
principios de coniradiceidn (un enunciado
no puede ser a la vez verdadero y falso) y
del tercero excluido (todo enunciado o es
verdadero o es falso). Estos principios fue-
ron formulados por Aristételes, quien les dio
un caracter ontologico: nada puede ser y no
ser al mismo tiempo; algo es o no es.

Este caracter ontoldgico de los prin-
cipios basicos hace que la légica clasica no
sea la mds adecuada para tratar ciertos
enunciados del lenguaje corriente, que por
su naturaleza son imprecisos o vagos, como
por ejemplo "Juan es alto”. Seguramente
consideraremos este enunciado verdadero si
Juan mide 1,86 m, y falso si Juan mide 1,55
m. Pero ,qué valor de verdad le asignare-
mos si Juan mide, por gjemplo, 1,70 m?

Tradicionalmente, en légica simhs-
lica la verdad se representa por el numero
1 y la falsedad por el 0. La idea de Zadeh
es que a los enunciados imprecisos se les
pueda asignar como valor de verdad cual-
quier nimero real entre 0 y 1. Conviene
observar que ya en los comienzos de la dé-
cada del 20, el logico polaco J. Imkasiewicz
habia establecido un sistema de légica co-
herente en el que a los enunciados se le
asignan como valores de verdad niumeros
reales entre 0 y 1,

Para ilustrar estas ideas, represen-
temos con P el enunciado "z es un ntmero
grande". Uno podria decir que P iy 68
verdadero y que P, es falso. Pere jcudl es
el limite? Veamos.

El enunciado condicional "si n es un
numero grande, también lo es n - 1", que
simbolizaremos P = P_, parece ser verda-
dero.

Una conocida regla de inferencia, la -

regla del modus ponens, afirma que si Py
@ representan enunciados tales que los
enunciados P y el condicional "Si P enton-
ces §" son ambos verdaderos, también debe
ser verdadero el enunciade Q.

Por lo tanto, de la verdad de P, ., .,
Y de P, 0000 = Piosose S€ concluye la verdad
de P, .00 e5to es que 999.999 es un nime-
ro grande. Ahora de la verdad de Py
P 999 = Pogooqs también se concluye la ver-
dad de P, ... Continuando de esta manera
se concluye que P,, P, P, deben ser verda-
deros, esto es, que también 3, 2, 1 son nu-
meros grandes.

En otras palabras, vimos que si n es
un namero grande, entonces todos los na-
meros menores también deben ser grandes.
(Paradoja sorites).

La paradoja resulta de considerar
como una regla védlida de razonamiento el
modus ponens y de suponer que el enuncia-
do “Si le quitamos una unidad a un nime-
ro grande, entonces el namero que resulta
sigue siendo grande" es siempre verdadero.
En realidad este es un enunciado impreci-
s0, debido a la imprecisién del término
"grande", y es solo parcialmente verdadero:
serd "maés verdadero" cuanto "mayor" sea el
namero que disminuimos en uno. Veremos
que ¢! admitir méds valores de verdad que
los tradicionales "verdadero" y "falso" nos
permite construir sistemas formales donde
la regla del modus ponens continta valien-
do pero noe se infieren resultados
paradojales del tipo anterior.

Antes de proseguir, conviene decir
algunas generalidades sobre sistemas for-
males.

En los sistemas formales las propo-
siclones se representan por formulas propo-
sicionales, que son expresiones que se oh-
tienen combinando variables proposicio-
neles X, X,,..., X ,... por medio de los
conectivos logicos & (conjuncién), = (impli-
cacién} y ~ (negacién) y los paréntesis. Por
ejemplo (X, = X)) & ~ X, ~ X, = (~ X,&X,)
son férmulas proposicionales.

En un sistema formal de légica
proposicional ¥ hay que distinguir entre la
semdntica y la sintaxis,

La seméntica consiste en un méto-
do para asignar valores de verdad a las pro-
posiciones representadas en el sistema. A
partir de esta nocién de verdad, se define
el concepto semdntico de consecuencia: Una
proposicion P es una consecuencia de un
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conjunto ‘¥ de proposiciones, en simbolos </
|=g P, si y sdlo si toda asignacién de valo-
res de verdad en ¥ que haga verdaderas a
todas las proposiciones de <4 también hace
verdadera a P. Las consecuencias del con-
junto vacio, esto es, las proposiciones que
para cualquier asignacion de valores de
verdad en ¥ resultan verdaderas, son llama-
das tautologtas de ¥

La sintaxis esta ligada a la idea de
demostracion. En los sistemas formales de
tipo Hilbert, se elige un conjunto de formas
proposicionales, que se denominan axiomas
y clertas reglas de inferencia. Para fijar
ideas, consideraremos como Unica regla de
inferencia el modus ponens. Una demosira-
cion a partir de un conjunto de proposicio-
nes °A4 (la hipdétesis) consiste en una lista
finita de proposiciones &, ¢,...., @ tal que
para todo i con 1 <i < n, se tiene que o bien
@, es de la forma de uno de los axiomas, o
bien @ € %, o bien existen indices j, £ ta-
les que 1<, & < de modo que @, se infie-
re por modus ponens de @,y ¢,. Una pro-
posicién P se dice demostrable a partir de
un conjunto de proposiciones J{, y escribi-
remos H L, P, si existe una demostracién
Q-, @ a partir de 97 tal que @ = P. Una
proposicion P se dice demostrable en ¥ siy
sélo si @ . P, esto es, si y s6lo si es demos-
trable a partir de los axiomas, sin hipétesis
adicionales.

Naturalmente, interesan las co-
nexiones entre la semdntica y la sintaxis de
un sistema formal.

El sistema ¥ se dice correcto o ade-
cuado siy sélo si para todo conjunto # de
proposiciones de ¥ y toda proposicién P en
4, H |-, P implica que ¥ =, P. En otras
palabras, & es correcto si a partir de hipd-
tesis verdaderas se demuestran proposicio-
nes verdaderas. Es facil convencerse de que
para garantizar la correccién, basta pedir
que los axiomas sean tautologias y que las
reglas de inferencia preserven la nocion de
verdad en . En el caso del modus ponens,
esto altimo significa que el método de asig-
nacién de valores de verdad en ¥ debe ser
tal que siempre que las premisas Py P =
@ resulten verdaderas, también debe ser
verdadera la conclusion Q.

El sistema & se dice completo s1y
s6lo si para toda proposicién P, @ =, P im-
plica que @ I—EP. Esto es, & es completo si y
solo st tedas las tautologias son demos-
trables.

En la literatura también se conside-
ran sistemas jfuertemente completos, en los
que todas las consecuencias de un conjunto
de proposiciones < son demostrables a par-
tir de ¥. Como los sistemas que considera-
remos no son fuertemente completos, no in-
sistiremos con esta nocion {ver [18, §4.6]).

En su tratado [25], Hajek propone
una formalizacion de los sistemas de légica
borrosa en los que los valores de verdad de
las proposiciones se asignan mediante t-nor-
mas continuas, Estos sistemas contienen
como casos particulares a las l6gicas multi-
valuadas de Lukasiewicz, a la parte lineal
del calculo proposicional intuicionista y,
naturalmente, también al célculo propo-
sicional clasico.

En lo que sigue resumiremos algu-
nas propiedades de estos sistemas forma-
les, especialmente en lo que se refiere a la
completitud. Comenzaremos por definir las
t-normas continuas.

1. t-normas continuas

Una ¢-norma es una operacién
binaria * definida sobre el segmento unita-
rio real [0, 1] con las siguientes propieda-
des:

N, Asociativa: x «+ (y x 2) = (x = ¥) = 2.

N, Conmutativa: x = y = y * x.

N, Preservacién del orden en ambas
variables:

x, <x,implica x, »y <x, %y,
¥, Sy, implicax xy <x %y,

N‘1 Elemento neutro: x % 1 = «,
N, Elemento absorbente: x % 0 = 0.

Consideraremos unicamente t-normas con-
tinuas.

Con cada t-norma continua * pode-
mos asociar otra operacién binaria, —, de-
finida sobre el segmento [0, 1] del siguien-
te modo:
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x — y: =max {z € [0, 1] |z=e=x£y}-
Esta operacion — se conoce como el resi-
duo o la operacion adjunta de .

La relacién bdsica entre una t-nor-
ma y su adjunta es la siguiente:

ZEXx Sy si y sélo si zgx >y (1)

También definimos una operacién
unaria - por la férmula:

(2)

Los siguientes son ejemplos de t-
normas continuas y sus respectivos adjun-
tos:

—x:=x — 0.

Ejemplo 1

S

X 4y =% Ay = min {(x, y)

J1six<y

S Y Six>y

_Jlsix=0

THEZ10 six>0
Ejemplo 2

X *p ¥ = xy (producto ordinario)

1 six<y
y/x six>y

{l six=0
_lpx:

x—PP_'Y={

0s5ix>0
Ejemplo 3

x#,y = max(x +y - 1,0)
X =,y =min(l,1 - x +y)
—x=1-x

El primer ejemplo es un caso parti-
cular de légica intucionista formalizada por
Heyting. El tercero corresponde a la légica
infinito-valente de f.ukasiewicz. Estos tres

ejemplos son basicos, pues en cierto senti-
do generan todas las posibles t-normas con-
tinuas:

Sea » una t-norma continua. Un ele-
mento x € [0, 1] es idempotente six?=x * x
= X, ¥ €8 nilpotente si existe un ntimero
natural n tal que x* = 0.

La continuidad de * implica que el
conjunto I de todos los elementos idempo-
tentes es cerrado. Luego:

[0.1]N 1= ((ax. b),

AEA

donde 0 <@, <bh, paracadare Ay# A< R

La restriceién de * a cada uno de los
intervalos cerrados [a,, b,] coincide o bien
con #, o bien con #,. La restriccion a I coin-
cide con x, (ver [25]).

Observacién 1.1. Menu y Pavelka
[33] probaron que %, es la Gnica t-norma con
la propiedad que ella y su adjunta son am-
bas continuas como funciones de [0, 1] x
[0, 1] en [0, 1].

No es dificil verificar las siguientes
propiedades de las t-nermas continuas y sus
respectivos adjuntos:

x<y si y sélo si x—>y=1 (3)

tay=min(x, y)=x%(x = y). (4)
x vy = max(x, y) =

(x> 5) > y) Ay - 2x) > 2. (8)

xX—=y»viy—-Sx)=1. (6)

Con cada t-norma continua * pode-
mos asociar un sistema formal %x). La se-
mantica para estos cdlculos puede ser defi-
nida en general. La sintaxis depende de cada
t-norma, y serd considerada posteriormente.

A las proposiciones se les asignan
valores de verdad en el segmento [0, 1],
considerando que el 1 representa la verdad
absoluta y el 0 la falsedad absoluta e inter-
pretando la conjuncién & por x, la implica-
¢ién = por el residuo — y la negacién ~ por
la operacién -—.

Esto es, si a las proposiciones Py @
les asignamos como valores de verdad los
ntmeros reales v(P) y v(Q), respectivamen-
te, tendremos que los valores de verdad de
las proposiciones compuestas P&Q, P = @
y ~ P estén definidos del modo siguiente:

(P & Q@) = v(P) « U(Q);
P = @)= v(P) = v(Q),
v(~ P) = —u(P).

w1 -



R.L.O. CIGNOLIL Verdad y consecuencia en el segmento unitario real...

Resulta de estas definiciones que si
una proposicion P estd representada por
una formula proposicional que es combina-
cidn de variables proposicionales X, X,,,...,
X por medio de los conectivos ldgicos de
conjuncién, implicacion y negacion, enton-
ces el valor de verdad v(P) estd determina-
do por los valores de verdad v(X), v(X,),...,
v(X).

Si se tiene que v{P) = 1 para todos
los posibles valores v(X)), v(X,),..., v(X),
entonces P es una tautologia de ¥(s). Deno-
taremos con Taui, al conjunto de todas las
tautologias de S{x).

Por ejemplo,

P=X =~~X e Tout,

cuando % es una cualquiera de las tres t-
normas bésicas
Pero

P=~~X1=}X1

es una tautologia para iz, que no lo es ni
para #p i para #p.

En general, se tiene que ¥ k. P, si
siempre que v(§) = 1 para toda proposicion
§ en 4, entonces también v(P} = 1.

Es facil verificar que la regla del
modus ponens preserva la verdad en todos
los sistemas 9(x).

Para ilustrar estas ideas, volvamos
al ejemplo en que P, representa el enuncia-
do "n es un numero grande". Parece razo-
nable considerar que

v(P) <uv(P, )

n+l

Pongamos, para todo n,

n—-1

n

v(Pn =P _ 1)2

y supongamos que * = xp, el producto ordi-
nario.

Si P, 000 ©8 verdadero, esto es,
VP, ooe) = 1, teniendo en cuenta (4) ten-
dremos que:

P gg0.699) = MNP, 100 500), L(Pygg000)) =
| | 999.999
VL, pp000 * V0P gog.000 = Pogpan) = 1000.000

en general, tendremos que

Luego

v(P)==, v(R)=0

1
n
resultados que estan acordes con la intui-
cidn.

2. La légica borrosa basica de Hajek

La légica borrosa basica fue introdu-
cida por Héjek [25] con la intencién de ob-
tener un sistema formal que capture la no-
cién de verdad y consecuencia relativas a
todas las t-normas continuas.

Esto es, si indicamos con %b la re-
lacién de consecuencia en esta logica, se tie-
ne que, para todo conjunto % de proposicio-
nes y toda proposicién P:

G !:b P siy sélo si K=, P
para toda t-norma continua .

En particular, las tautologias de esta
légica son aquellas proposiciones que son
tautologias para todas las t-normas conti-
nuas. Esto es, si Taut, denota el conjunto de
las tautologias de la 16gica bdsica, entonces:

Taut, = [(Taut, : % es t-norma continual.

Hajek ([25] definié la sintaxis de la
1ogica borrosa bésica tomando como axiomas
las proposiciones que se pueden escribir en
una de las siguientes formas:

T (P=@Q)=(Q@=R)= (P = R)

T, (P&Q) = P

T, (P&Q = (Q&P)

T, (P&P = Q) = (R&(Q = P))

T (P=(Q=R)={(LP&Q)=R)

T, (P&Q) = R)= (P = (@ = R))
T.(P=@ =R)=>((@ >P)=R)=R)
T -Q=e)=r

y como regla de deduecion el modus ponens.
Es facil verificar que las proposicio-
nes de la forma de alguno de los axiomas
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estan en Tauf, y que la regla del modus
ponens preserva la verdad. Por lo tanto la
sintaxis de la légica borrosa basica es ade-
cuada a la semantica. Su completitud fue
conjeturada por H4jek, y demostrada en
[21]. Para indicar la demostracién, necesi-
taremos la teoria de las BL-dlgebras, que
consideraremos en la préxima seccitn.

3. BL-4lgebras

Motivado por las propiedades (3) -
{(6) de las t-normas continuas, Héjek intro-
dujo la siguiente clase de dlgebras, que jue-
gan para la Iégica bdsica un papel anilogo
al de las 4lgebras de Boole para la légica
clasica (ver [25]). ..

Definicién 3.1. Una BL-digebra es
un gistema (A, *, —, 1) donde A es un con-
junto no vacio, * y — son operaciones
binarias sobre A, L es un elemento fijo de
A, v que, con el elemento T definido por:

T:=1— 1,
y con las operaciones —, A y v definidas por:

—x:i=x—1,
xAy:=x* (x> y)
xvy =({{x >y 2y Ay > x)—x)

satisface los siguiente axiomas:

A (A, %, T) es un monoide abeliano
(esto es, = es asociativa, conmu-
tativav x * T = x),

A, LA): = (A v, A, L, T) es un re-
ticulo con elemento minimo 1 y
elemento méaximo T (esto es, las
operaciones v y A son ambas con-
mutativas y asociativas; x v x = x
=x AnxA@vyYy)=x=xvixa
) ea L= e AT =x),

Ajx sy vz)=( =y vix=*2),
2ty 2l=1¢ »9) sz xa)

A xxy) »z=x> (@ —2),

Ax—=y)viy22)=T,

A - L,

Es claro que el segmento unitario
real {0, 1] equipado con una t-norma conti-

nua x y su adjunta —, ycon L = 0, es un
ejemplo de BL-dlgebra.

Sea A una BL-algebra. Denotare-
mos con < el orden (parcial) definido por A
por la estructura de reticulo dada por (A,),
esto es,

x<ysiysblosix=xnysiysblosiy=xvy.

Este orden se llama el orden natural de la
BL-algebra A.

Cuando el orden natural de la BL-
algebra A es total (o sea, para todo x, ¥ en

A, x <y by <x), decimos que A es una Bl.-

cadena.
Una ecuacién en el lenguaje (¢, —,
1) es una expresion de la forma

PX,,. X)) =YX, X))

donde ¢, y son féormulas proposicionales
obtenidas a partir de las variables propo-
sicionales X ,..X .

Una BL-4dlgebra A satisface la ecua-
cién ¢X ... X ) = (X ,,..X ) si y s6lo si para
toda n-upla (a,,...,a ) de elementos de A se
tiene que

pla,,..a) = ya,..a)

La importancia de las BL-cadenas
estd dado por el giguiente resuitado, debi-
do a Hajek [25].

Teorema 3.2, Una ecuacidon
X ... X )= y(X,,...X ) es satisfecha por toda
BL-dlgebrua st y sélo si es satisfecha por to-
das las BL-cadenas.

Veamos el significado de este resul-
tade para la lgica béasica.

Denotaremos con Form al conjun-
to de todas las formulas proposicionales,

Diremos que las formulas proposi-
cionales ¢ y w son LB-equivalentes, y escri-
biremos ¢ =1B Y, siy s6losi o= yy y =
¢ son ambas demostrables en légica basica,

Se demuestra que = LB es una rela-
cidn de equivalencia, y si indicamos con |(p|
la clase de eguivalencia de la férmula pro-
posicional @, esto es:

ol: ={ye Form | yw=1z ¢}

- 14 -
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y si definimos en el conjunto cociente
Form/ = 1r formado por las clases de equi-
valencia de férmulas proposicionales las
operaciones =, — y la constante L del si-
guiente modo:

fol * [yl 1= lo & vl
lot = |yl - = o= vl
L:=|~X = X)l

entonces se puede demostrar el siguiente
resultado:

Teorema 3.3. 7. = (Form/ = b, *,
=, 1) es una BL-dlgebra, llamada el slge-
bra de Lindenbaum de la logica basica.
Ademds, ¢ es demosirable en ldgica bdsica
st y sdlo si|(o| =

Sea ¢ una formula proposicional ob-
tenida a partir de las variables proposi-
cionales X ,..., X . Se tiene que

lol = allx,|,....Ix. )

w
Luego si I(0| no es demostrable en
légica basica, entonces la ecuacién

Xy X) == 1

no es satisfecha por £, y por el Teorema 3.3,
existe una BL-cadena C y una n-upla
(¢,,.--,¢,) de elementos de C tales que
eyt ) 2T

Por lo tante tenemos:

Teorema 3.4 (Hajek) ¢ es demos-
trable en logica bdsica si y sdlo si para toda
BL-cadena C y para toda n-upla (c,,....c ) de
elementos de C, se tiene que @lc,,....c ) =T,

Para demostrar el teorema de com-
pletitud debemos refinar el teorema ante-
rior, mostrando que como BlL-cadena se
puede tomar el segmento unitario real equi-
pado con una t-norma continua. ’

Del Teorema 3.2 resulta que si una
ecuacién @X .. X ) = y(X ,..X } no es sa-
tisfecha por alguna Bl-algebra, entonces
debe existir una BL-cadena C y un ntme-
ro finito de elementos de C, digamos L <
a < .. < a = Ttal que @la,,..a) #
wa,,...a ). Esta observacién sugiere la si-
guiente definicién.

Definicidén 3.5. Sean A, B BL-cade-
nas, y sea S un subconjunto finito de A tal
que (L, T} € 8. Une inmersicn parcial de A
en B con dominio S es una funcién f: S —
B que satisface las condiciones siguientes,
donde x, y, z denotan elementos de S:

PE, x <y siy s6lo si Ax) < Ay),

PE, x « y = z imphea fx) = fly) = flz),
PE, x — y = z implica flx) — fly) = flz),
PE, RLy= L, ATI=T.

Diremos que una BL-cadena A es
parcialmente inmersible en una Bl-cadena
B si1 y solo si cada subconjunto finito de A
que contenga a L y a Tes el dominio de una
Inmersién parcial de A en B.

Ahora no es dificil probar el resui-
tado siguiente, que jugara un papel central
en lo que sigue:

Lema 3.8. Sea A una BL-cadena
parcialmente inmersible en la BL-cadena B.
Si A no satisface una ecuacidn, entonces
tampoco la satisface B.

Para probar el teorema de comple-
titud necesitamos extender el resultado so-
bre descomposicién de las t-normas conti-
nuas en términos de las tres t-normas ba-
sicas a BL-cadenas, Pero primero debemos
estudiar las subclases de BL-&lgebras deter-
minadas por estas tres t-normas,

4. Algebras de Heyting lineales

Si a los axiomas que definen las BL-
dlgebras le agregamos el axioma;

HWxzsy=xary=x%x-—>y),

se obtienen las dlgebras de Heyting linea-
les, que fueron introducidas en la década
del 60 independientemente por A. Monteiro
[37, 38] en la Argentina y por A. Horn [28,
29] en los Estados Unidos. Estas algebras
estan relacionadas con ciertos sistemas de
légica intuicionista que fueron considerados,
entre otros, por Godel y Dummett.

Toda cadena (esto es, conjunto total-
mente ordenado) C con elemento minimo |
y elemento maximo T admite una Gnica es-
tructura de algebra de Heyting, en la que

< Yt~
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las operaciones estan definidas del modo
siguiente, para todo x, ¥ en C:

' Tslx<y
xxy=minlx, y),x > y= y 81x >,

En particular, resulta que ({0, 11, %4,
—y, 0) es un algebra de Heyting lineal.

Es obvio que cualquier cadena fini-
ta puede ser inmersa, preservando la es-
tructura de Heyting, en cualquier cadena
infinita. Mas formalmente:

Lema 4.1. Tode dlgebra de Heyting
lineal totalmente ordenada es parcialmen-
te inmersible en cualquier dlgebra de Hey-
ting totalmente ordenada infinita

; Corolario 4.2. Una ecuacidn se

satisface en toda algebra de Heyting lineal
st y sdlo si se satisface en el algebra ([0, 1],
®py =5, 0).

5. MV-algebras

A comienzos de la década del 20, J.
Lukasiewicz introdujo sistemas de légica en
los que las proposiciones admiten como va-
lores de verdad niumeros reales entre 0 v 1.

En realidad no consider6 1a t-norma
%; del Ejemple 3, sino que tomé como
conectivos basicos la implicacién y la nega-
cion, evaluados en [0, 1] por las funciones
—. ¥ —, respectivamente.

Ademaés conjeturé que todas las tau-
tologias de este sistema podrian derivarse
de los siguientes axiomas mediante la regla
del modus ponens:

Lo=(P=au,
Lo=f=>B=2n=(=7),
L(~o=~p ==,
L{o=>f>PF=0)=F=a.

El l1égico polaco M. Wajsberg afirmé
haber probado esta conjetura de Lukasie-
wicz, pero no llegd a publicar su demostra-
cion. En 1958, A. Rose y B, Rosser [42] pu-
blicaron una demostracién de la conjetura
de Liukasiewicz, utilizando métodos sintéc-
ticos. En 1959, C. C, Chang [4] dio otra de-

mostracién, basada en la teoria de las MV-
algebras, que habia introducido el afio an-
terior en [3]. La demostracién de Chang
utiliza la teoria de primer orden de los gru-
pos abelianos ordenados. En 1993 [10] ob-
tuve una demostracién basada en la teoria
algebraica de los grupos abelianos reticula-
dos. En 1995, G. Panti {40] publicé una de-
mostracion basada en métedos de geometria
algebraica, Finalmente, en 1997 junto con
D. Mundiei [11] (ver también [18]) encon-
tramos una demostracion elemental y auto-

contenida de la conjetura de Lukasiewicz.

Observemos que para todo namero
natural n = 2, el conjunto de niimero racio-

nales
1 n—2
= 0} 21T ;1
. { n-1 n—1 }

es cerrado por las operaciones —»;, —;. Esto
permite evaluar tamhbién los conectivos = y
— en L , obteniendo asi el edleuwlo proposi-
cional n-valente de Lukasiewicz. Para n =
2, se obtiene el cdlculo proposicional cldsico.
El estudio algebraico de los sistemas
finito-valentes de f.ukasiewicz fue iniciado
a comienzos de la década del 40 por G.
Moisil [34, 35], quien introdujo las dlgebras
de Lukasiewicz n-valentes, que son reticu-
los distributivos munidos con ciertas opera-
ciones unarias (negacién y modalidades).
Estas algebras fueron estudiadas en
detalle en mi tesis doctoral, presentada en
la Universidad Nacional del Sur en 1969,
bajo la direccién de A. Monteiro (ver [5, 6]).
S1 bien dan origen a una interesante teoria
algebraica y Moisil las aplicé a la sintesis
de circuifos, estas dlgebras no se correspon-
den con la légica n-valente de Lukasiewicz
para n > 4. Las estructuras adecuadas son
las dalgebras de Lukasiewicz propias, que
introduje a comienzos de los 80 (7, 8, 9]. Se
obtienen agregando nuevas operaciones bi-
narias de las édlgebras de Lukasiewicz n-
valentes. Kl interés de esta algebrizacion de
los caleulos finito-valentes de Lukasiewicz
es gque permite presentarlos como extensio-
nes del cdlculo intuicionista, Moisil introdu-
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jo también calculos infinito-valentes, que
aplicé a la formalizacién de la légica borro-
sa (ver [36]). Una muy completa exposicion
de la teoria de las dlgebras de Lukasiewicz,
tanto finite eomo infinito valentes, se en-
cuentra en [2].

En el segmento unitario real [0, 1]
podemos considerar una operacién binaria
®r, llamada suma truncade, definida por:

x @,y =min{l, x + y). (7)

Observemos que la operaciones ®L
y =L estan relacionadas del modo siguiente:

Para x, y € [0, 1], x ®BL y = —(—x *, —y)
y %%y = —(—x @ —y) (8)

Ademis, se tiene que:
X, y=—% @y (9)

Estas observaciones motivan la siguiente
definicién de MV-dlgebras:

Definicion 5.1. Una MV-dlgebra es
un sistema (A, @, -, 1) tal que A es un con-
junto no vacio, © es una operacién binaria
sobre A, — es una operacién unaria y | es
un elemento de A, que satisfacen las si-
guientes ecuaciones:

MV x@@C2)=x®y) Dz

MV, x@y=yOx

MV, x® 1L =x

Wdﬂ—ax=x

Mst@—ﬁ.J_:—LL

MV, (x®y)@y=—(-y Dx) Dx

En toda MV-algebra A definimos el
elemento T y las operaciones hinarias O, ©
y —> como sigue;

T é¢= =1, (10)
2O yi=(—x @), (11)
xOy:=x0 ay. (12)
toyi=-x®y. (13)

Las relaciones dadas por (8) y (9) en
el segmento [0, 1] se pueden generalizar,
como lo muestra el siguiente teorema, cuya
demostracién puede verse en [25, 43].

Teorema 5.2. Sea A = (A, » —, 1)
una BL-dlgebra que satisface la ecuacion

/X = X. (14)

St para cada %, y € A definimos
x @D y: = —(—x # —y), entonces {4, @B, —, L)
es una MV.dlgebra, y se tiene que x —» y =
—x D y.

Rectprocamente, si (A, ®©, —, 1) es
una MV-dlgebra y st definimos las operacio-
nes binarias © y — por las ecuaciones (11)
¥y (13), respectivamente, entonces (A, ©, —,
1) es una BL-dlgebra que satisface la ecua-
cidn (14).

La importancia de las MV-dlgebras
va mas alla de sus vinculaciones con la 16-
gica borrosa. Esto se debe, principalmente,
a que estan fuertemente relacionadas con
los grupos abelianos reticulados.

Recordemos que un grupo abeliano
reticulado, o abreviadamente, Zgrupo, es un
grupo conmutativo equipado con una es-
tructura de reticulo de modo que se satis-
fagan las siguientes condiciones de compa-
tibilidad:

x+(yvz)'=(xvz)+(x'vz) y
x+yrz)=x+y)alx+2). (15)

Dado un Agrupo G, indicaremos con
< el orden derivade de la estructura
reticular: x <y si y sélo si x = x A y. Deno-
taremos con G*y G- al cono positive y al
cono negativo de G, respectivamente, Esto
esG=xeG:2x20,,G=xe G:x20}.
G es totalmente ordenado si y sélo si G =
G¥y &,

Diemos que u € G es una unidad
fuerte si para todo x € G tal que x > 0, existe
un nimere natural n tal que x < nu.

La teoria de los £grupos con unidad
fuerte estd estrechamente vinculada al es-
tudio de las magnitudes. Un ejemplo impor-
tante estd dado por el grupo aditive de los
nlmeros reales con su orden natural, que
denotaremos por R. La propiedad arqui-
mediana de los reales nos dice que todo
numero real u > 0 es una unidad fuerte de
R. Denotaremos con Q y Z a los subgrupos
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de R formados por los niimeros racionales
y los nimeros enteros, respectivamente. La
teoria de los grupos reticulados (no necesa-
riamente abelianos) estd ampliamente desa-
rrollada en las monografias 1, 22].

Dado un 4grupo G y una unidad
fuerte u € @G, con [0, ul denotaremos al con-
junto de los elementos que estdn entre 0 y
u, esto es:

O,ul=lxec G:0 <x < ul

Si definimos las operaciones ® y — en {0, 1]
por las férmulas:

xr@y=unx+y

-

X = u —

entonces el sistema T(G, u) = {[0, ul, @, —,
0) es una MV-algebra.

Observemos que ([0, 1}, &z, -z, 0) =

El resultade fundamental de la teo-
ria de las MV-algebras es que toda MV-4l-
gebra es de la ferma I'(G, u). Esto fue pro-
bade por Chang [4] para el caso de MV-
algebras totalmente ordenadas, y por
Lacava [30] para el caso general. Mundici
(a quién se debe la notacién 1) dio un re-
sultado mucho m4s preciso en [39] (ver tam-
bién [11, 13, 18]):

Teorema 5.3 I establece una equi-
valencia funtorial enire la categoria G, cu-
yos objetos son los £grupos con una unidad
fuerte destacada y cuyos morfismos son los
homomorfismos de £grupos que preservan
las unidades, y la categorta 4, formada por
las MV-dlgebras y los correspondientes
homomorfismos.

A la luz del resultado anterior, las
MV-algebras pueden ser consideradas como
una presentaciéon ecuacional de los Zgrupos
con unidad fuerte.

Sea G un Zgrupo totalmente orde-
nado. Un teorema de Gurevich y Kokorin
[24] afirma que todo subconjunto finito S C
G es el dominio de un isomorfismo parcial
de G en R (para una demostracion elemen-

tal y autocontenida de un resuitado algo
més general ver [14]). De este resultado, via
el funtor I', se obtiene que:

Lema 5.4. Toda MV-dlgebra iotal-
mente ordenada es parcialmente inmersible
en <l.0; IJ: ¥ry T 0>'

Corolario 5.5 (Chang [4]) Una
ecuacidn se satisface en toda MV-dlgebra si
vy sdlo si se satisface en el glgebra {10, 1], %,
—,, 0).

Cabe sefialar que Mundici descubrié
otras aplicaciones de las MV-dlgebras, al
probar que estdn naturalmente relaciona-
das con el orden de Murray - von Neumann
para las proyecciones en dlgebras de opera-
dores en el espacio de Hilbert [39, 19, 18],
con la teoria de cédigos a través de los jue-
gos de Ulam [18, Chapter 5] y también con
la teoria de desingularizaciéon de variedades
toricas {18, §9.2].

Utilizando resultados de MV-alge-
bras se caracterizé el espectro primo de los
Zgrupos con unidad fuerte [15] (ver también
[20]). En la tesis doctoral de N. G. Martinez
se desarrollé una dualidad topolégica para
las MV-algebras [31] y en la de D. Glus-
chankof [23] se caracterizaron las MV-alge-
bras inyectivas.

6. PL-algebras

Una PL-dlgebra es una BL-algebra
A que satisface los dos axiomas siguientes:

Az xlxez) ezl >k >y)=T,
Axa-x= L

Estas algebras fueron definidas por Hajek,
Godo y Esteva en {27]. Es facil verificar que
([0, 11, *p, —p, 0) es un ejemplo de PL-dlge-
bra.

Consideramos la funcién £ [0, 1] —
R~ w{- oo} definida del siguiente modo:

£(x)= {18

six>0

Bl foed) (16)

Esta funcién nos permite transferir la t-
norma %, y su adjunta —P a la semirrecta
negativa R~ U~ =},

- 18 -
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H+Vv SBlur»-—oo,v>—
UEy = =
—co €n caso contrario.
(0 siusy

Slu>v>—oo

—0o Slu>y=—oo

u—)v=1[v—u

0 SI U = ~o0
— it = lf —> —oo == .
—oo  BY Y > oo,

Esta observacion sugiere la siguien-
te forma de obtener PL-algebras.

Sea G un 4grupo y L un elemento
no perteneciente a G. En el conjunto G-
{1} definimos las operaciones binarias x y
— como sigue: '

.

_Jx+y sixyeG-,
¥R T en caso conirario,
¥
O0n{y—x) sixyeG-,
x—>y=40 six=1,
L sixeG ey=1

Es facil verifiear que (G- U{l}, %, -,
1) es una PL-algebra, que denotaremos por
2(@).

El siguiente teorema fue demostra-
do en [16]:

Teorema 6.1 Sea A una PL-dlge-
bra. Existe un ‘grupo G tal que A es
isomorfa a P{G) si ¥ solo si A satisface la
stgutenie condicion.

(¢) Para toda z # 1, —z = L.

En este caso, ¢l fgrupo G es iinico a menos
de tsomorfismos.

Como toda PL-dlgebra totalmente
ordenada satisface la condicién (¢) del teo-
rema anterior, podemos utilizar nuevamen-
te el Teorema de Gurevich y Kokorin men-
cionado en la seccién anterior y la inversa
de la funcidén f definida por (16) para obte-
ner el siguiente resultado, enunciado ini-
cialmente por Hajek:

Lema 6.2 Toda PL-dlgebra toicl-
mente ordenada es parcialmente inmersible
en {[0, 1l%,, —, 0).

Mas informacion sobre la estructu-
ra de las Pl-dlgebras puede verse en [16].

7. La estructura de las BL-cadenas

Estamos ahora en condiciones de
generalizar el teorema de estructura visto
en §1 para t-normas continuas al caso de las
BL-cadenas.

Comenzaremos observndo que si u,
v son elementos idempotentes con respecto
a la operacion = de una Bl.-cadena C, en-
tonces el conjunto

l,vl=lxe C:u<cx <y}

con las operaciones x, —. definidas por
T 9my=0Ax>oy),y L=udeviene una
Bl.cadena, que denotaremos por [x, vl 2

La siguiente construccion, debida a
Hajek [26]), es crucial para comprender 1a
estructura de las BL-cadenas.

Definieién 7.1 Sean (C, *, —, L,
T), i =1, 2, dos BL.-cadenas, y para simpli-
ficar las notaciones, supongamos que T, =
Ly (C AT (C, \ {T,D) =0. La suma
ordinal C,u C: =(C, L C,, %, =, L, T,) es
una nueva BL-cadena cuyas operaciones #,
— estan definidas como sigue:

{x %y Slx,yestanen C,i=1,2,
X ky=

xAy sixe(C,yeCjei#].
'Tz’ six<y

X y=4x >y, Slxax>yyx,yel,i=12
¥, six>yyxeCs,yeCy

La definicién de la operacién 1 se extiende
de modo natural para més de dos componen-
tes.

Ejemplo 4 (Hajek [26] Sea C = [0, 2] con
su erden natural como subconjunto de R y
equipado con las operaciones x y — defini-
das del modo siguiente:

T+ (x-1)y-1) sixye(L2]
X%y =4x sixe[01]eye(l 2]
fx+y-—l)v0 six,yE[O, 1].
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six<y,

N;:N
}—‘

+1lsix>yyax, ycs:(], Zl

81 x> y,xe(], Zjeye[(), 1],
—x+y six>yyxyel0 1]

|,.-l

x—y=

|—~\<:.;

Se tiene que 1 es un idempotente de C y que
C=10,1,u 1, 2],. Notemos que [0, 1], es
la MV-algebra ([0, 1], %, —;, 0} y que
[1, 2], es una PL-ilgebra isomorfa a
{0, 1%p, =5, 0).

La siguiente nocién también se debe
a Hajek [26],

Definicién 7.2 Sea C una BL-cade-
na. Un par de subconjuntos de C, (X, Y) se
dice una cortadura en C si y sélo si se sa-
tisfacen las siguientes condiciones:

¢, XuY=C.

C,x<y paratodoxe Xeye Y,
C, Y es cerrado por x,
C,xxy=x,paratodoxe Xeye Y.

Ejemplo 5 Sea C una BL-cadena,
u un elemento idempotente de C tal que L
< u < T,y consideremos los conjuntos X =
xe C | t<uhb X=Xullu,Y=lxeC |«
>ule Y =Y u {u). Entonces (X ¥V
y (X, Y) son gjemplos de cortaduras en C.

Las cortaduras del tipo indicado en

el ejemplo anterior se dicen determinadas

por el idempotente u. Si C es la cadena del -

Ejemplo 4, es facil verificar que C'= C \ {1}
es una subalgebra de C. El par ([0, 1),
(1, 2]) es una cortadura en C' que no esta
determinada por un idempotente. Esto mo-
tiva la siguiente definicién.

Definicién 7.3 Una Bl.-cadena C se
dice saturada si toda cortadura (X, Y)en C
esta determinada por un idempotente de C.

Teorema 7.4 (Hajek [26]) Toda
BL-cadena C se puede incluir isomorfica-
mente en una Bl-cadena saturada C, de
modo que C sea densa en C, esto es, para
todo par de tdempotentes u < v'in C \ C,
existex € Ctal queu < x < u'.

El siguiente lema estid probado en
[21].

Lema 7.5 Sea C una BL-cadena
saturada y sea E el conjunto de los elemen-
tos idempotentes para lo operacién * de C.
Se tiene que:

(i) Todo subconjunto A C E tiene
sup e inf en C, y ambos pertenecen a E.

(tt) Para todo ¢ € E existe el mayor
intervelo cerrado [a, 0] C E tal que ¢ € [a, b].

(tit) Para cada x € C \ E existe un
intervalo cerrado la, b] tal que x € [a, bl y
[a, 8] N E = {a, b).

VYamos a denotar por I{Z) al conjun-
to de los intervalos definidos en (iii) del
lema anterior, esto es, {E) = {[a, ] | a, &
€ E, a<b, (a, b) n E = 0}, Ademas cn G(E)
denotaremos al conjunto de los intervalos
propios (0 sea, no reducidos a un elemento)
definidos en (ii) y escribimos E_= E \ (I(E)
W G(&)). Con estas notaciones podemos
enunciar el teorema fundamental de la es-
tructura de las BL-cadenas, que generaliza
al visto en §1 para t-normas continuas. Este
teorema fue probado por Héajek [26], pero
con el agregado de hipélesis adicionales,
que se demostraron innecesarias en [21].

Teorema 7.6 Sea C una BL-cade-
na saturada e I el conjunto definido por

=lae C:ae K, oexiste b € C tal que
la, bl € I(E) v G(E)),

totalmente ordenado por el orden heredado
de la cadena C. Para cade a € 1, sea M o
bien la, al, sia € E_, o la correspondiente
algebra la, bl, para cada la, b] € I(E) v
G(E), en el otro caso. Entances, C = u M,
Para {a, b] € G(E), [a, b], es un dlgebm de
Heyting lineal. Cuando [a bl e I(E), enton-
ces la, bl es o bien una MV-dlgebra o bien
una PL-glgebra.

8. La completitud de la Légica
Borrosa Basica

Alaluz del Teorema 3.4 y del Lema
3.6, para probar la eompletitud de log axio-
mas de la légica borrosa bésica con respec-
to a las t-normas continuas es suficiente
probar que toda BL-cadena es inmersible en
una BL-cadena del tipo ([0, 1], *, —, 0},
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donde * es una t-norma continua y — su
adjunta. Ademds, del Teorema 7.4 resulta
que podemos limitarnos a consnderar BL-
cadenas saturadas.

Sea entonces C una Bl.-cadena sa-
turada y § un subconjunto finito de C con-
teniendo los elementos L yT. Por el Teore-
ma 7.6, C =1 M_, y como s es finito, pode-
mos encontrar un nﬁmero finito de elemen-

tos de I, digamos @y o ,tal que S ¢ D
= }.'oM o BCAN Ty vy Ty nmneros raciona-
lestalesqueO-r <r <.<r,<r =1

Podemos definir entonces sobre el segmen-
to unitario real [0, 1] una t-norma continua
* de modo que su restriccion a cada uno de
los intervalos [r r.,,] resulte equivalente a
¥y, ¥p 0 ¥ segun que M,  sea un algebra de
Heyting lineal, una PL: élgebra o una MV-
algebra, para j = 0, 1, ..., n. Ahora tenien-
do en cuenta los Lemas 4.1, 5.4 y 6.2 se
puede probar el siguiente teorema:

Teorema 8.1 Sea C una BL-cade-
na saturada y S8 un subconjunto finito de
C conteniendo los elemenios | y T. Enton-
ces existe una t-norma continua * gque ad-
mite una inmersion parcial de C en ([0, 1],
¥, —, 0} con dominio S.

Corolario 8.2 (Teorema de
completitud de la Logica Basica) Toda
tautologia de la Légica Difusa Bdsica es
demostrable a partir de los axiomas T, - T,
mediante la regla del modus ponens.

Para finalizar, me gustaria hacer
algunas consideraciones sobre la represen-
taciébn de las proposiciones en légicas
polivalentes.

Es bien sabido que las proposiciones
de la légica clasica se pueden representar
como funciones booleanas, esto es, funcio-
nes de {0, 1} en {0, 1}. Esto a su vez permi-
te la representacién de las proposiciones por
circuitos en serie y en paralelo, y por con-
siguiente su implementacién computacional.
Es natural buscar una representacion ana-
loga para las logicas polivalentes.

Uno de los primeros resultados en
esta direccién se debe a McNaughton [32],
quien probd que las proposiciones de la 16-

gica infinito-valente de Lukasiewicz que se

pueden construir con n variables proposi-
cionales estdn en correspondencia con las
funciones de [0, 11" en [0, 1] que son conti-
nuas (con la topologia natural del hipercubo
real n-dimesional) y lineales a trozos, con
coeficientes enteros. L.a demostracién dada
por McNaughton es no constructiva. Una
demostracién constructiva fue dada por
Mundici (ver [18], donde se pueden ver tam-
bién las representaciones de las proposicio-
nes para los cdlculos finito-valentes de
fukasiewicz), Representaciones funciona-
les para las proposiciones de la l6gica intui-
cionista lineal y la logica producto fueron
obtenidas en [29] y en [16], respectivamen-
te. Aun falta encontrar una caracterizacién
funcional para las proposiciones de la Logi-
ca Borrosa Basica, o, en términos alge-
braicos, una descripeién de las BL-dlgebras
libres.

También esta faltando una teoria
satisfactoria de la cuantificacién en légica
polivalente.
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