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RESUMEN

En 1870 Lord Rayleigh propuso su actualmente cldsico métode, basado en una aproximacién de
una sola funcion. El método fue luego extendido por Ritz en un trabajo publicado en 1908. Por otra
parte, en el afio 1894, Rayleigh sugirié la posibilidad de optimizar les antovaleres minimiziandelos
con respecto a um parimetro exponencial contenido en la funcién aproximante. Este procedimiento
optimizador ha sidoe usado con frecuencia en la iltima década, habiendo side extendido a otros
métodos variacionales. Este trabajo presenta una sintesis de los desarrollos mds recientes que hacen
uso del enfoque optimizador de Lord Rayleigh.

ABSTRACT

Lord Rayleigh proposed his now classical method (based on a one-term deflection function) in
1870. The method was extended by Ritz in 1908. On the other hand he suggested in 1894 the
possibility of optimizing the sigenvalues (natural frequencies or buckling loads) by minimizing them
with respect to an exponential parameter contained in the coordinate funection. This optimization
approach has become increasingly popular in the last decade and it has been extended to other
variational methods and bounding techniques. The present paper reviews some recent developments

in this area.

1. INTRODUCTION

Es bien conocido el hecho de que los mé-
todos de Rayleigh-Ritz y de Galerkin cons-
tituyen técnicas sumamente poderosas que
permiten la solueién aproximada de una
gama enorme de problemas de la fisica,
mecanica del continuo, control automaético,
procesos quimicos, etc.

Por otra parte la popularidad de solucio-
nes halladas mediante la computadora
digital y su bajo costo ha hecho que nume-
rosos estudiantes de ingenieria y ciencias
aplicadas hayan perdido tanto capacidad
para la solucidén analitica de estos problemas
como comprension fisica de los problemas
investigados (Eshleman, 1981).

Los métodos analiticos de Rayleigh-Ritz,
Galerkin y Kantorovich pueden ser utiliza-
dos para obtener la solucién de muchos pro-
blemas cientifica y técnicamente importan-

tes. Por otra parte constituyen fundaciones
de numerecsas téenicas utilizadas mediante
la computadora.

Lord Rayleigh sugirio en 1894, incluir un
parametro exponencial indeterminado en las
funciones coordenadas. Como los métodos
mencionados generan cotas superiores en el
caso de problemas de autovalores, uno pue-
de optimizarlos minimizandolos con respec-
to al pardmetro indeterminado. Si se trata
de un problema de campo uno minimiza la
funcional con respecto al parametro de
optimizaciéon. La optimizacién de autovalo-
res superiores ha sido lograda recientemente
{Laura y Cortinez, 1986 a).

Los Profesores Charles W. Bert (Univer-
gsidad de Oklahoma) ¥y Roberto Schmidt
(Universidad de Detroit) han popularizado
el uso del “método optimizado de Rayleigh”.
También han contribuido en forma signifi-
cativa, en Argentina, el Instituto de Meca-
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nica Aplicada, la Universidad Nacional del
Sur, la Facultad Regional Bahia Blanca
(UTN) y la Universidad Nacional de Mar del
Plata.

Esta resefia complementa la publicada
por Bert en 1987. Por otra parte se detalla
la optimizacién de los métodos de Galerkin
y de Kantorovich asf como la del método de
cotas de Kohn-Kato (Laura y Cortinez, 1986
b) v la correspondiente a la metodologia de
ecuaciones integrales (Laura y Gutierrez,
1990). También es importante sefialar que
varios cédigos de elementos finitos han
implementado la téenica de optimizacién de
Rayleigh (Laura et al., 1986; Newberry et
al., 1987, Filipich et al., 1988c and Utjes et
al., 1989).

Finalmente se debe sefialar el mérito de
Stodola (1927) qwien ha sido uno de los pri-
meros usuarios del enfoque (quizds sin co-
nocer la sugerencia de Lord Rayleigh) al
calcular la frecuencia fundamental de vibra-
cién de un alabe de turbina.

2. OPTIMIZACION DE LAS
FRECUENCIAS NATURALES DEL
SISTEMA MOSTRADO EN LA FIGURA 1.
CASO DE MODOS AXTSIMETRICOS

Fl método de Rayleigh-Ritz requiere la
minimizacién de la funcional:

J[W] = (M4xima Energia de Deformacién} —
(Maxima Energia Cinética) =
U AX - Tma

.

] (1)
con respecto a las constantes arbitrarias C,
que multiplican a cada funcién coordenada
f (r,y) que se usa para aproximar la funcién
amplitud de desplazamiento W(r):

N
W =W = 2 Cf@y

=0

(2)

siendo y el parametro de optimizacién
exponencial.

Las f (r,y) deben satisfacer, al menos, las
condiciones esenciales de conterno. Por otra
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Siguiendo a un estudio publicado en la
literatura (Avalos et al., 1987) uno expresa
f(r,y} en la conveniente forma polinémica

fr,y) = [o, (@/ay + B, (/a)® + 1] (x/a)* (4)

donde los o, ‘s ¥ B, ‘s son obtenidos reempla-
zando cada funcidn coordenada en las con-
diciones de borde.

Minimizando a la funcional (1) con respec-
to ala C, ‘s conduce a un sistema lineal ho-
mogéneo en la C. ‘s y la condicién de no
trivialidad conduce a un determinante-
ecuacién en las frecuencias naturales del
sistema. Dado que

(5)

o, = o ()

requiriendo que
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(6)

uno optimiza a los autovalores del problema,

En el caso de una placa de espesor uni-
forme los autovalores estan en excelente
acuerdo con los exactos, tanto para los mo-
dos simétricos como antisimétricos (Avalos
et al. 1987, 1988).

Se han obtenido también verificaciones
experimentales (Avalos et al., 1987) y se han
realizado estudios de vibraciones forzadas
{(Laura et al., 1990).

2.1. Otros estudios de placas
vibrantes

Resulta de interés presentar un listado de.

algunos de los estudios realizados sobre pla-
cas vibrantes mediante el método
optimizado de Rayleigh-Ritz:

— placas rectangulares continuas (Ercoli
et al., 1989)

— placas rectangulares cuyo espesor va-
ria en forma discontinua (Ercoli et al., 1990)

Fig. 1.— Placa Circular de Espesor Variable en For-
ma Discontinua y Cuyo Borde Estd Eldsticamente
Restringido Contra Translacién y Rotacidn.

— placas rectangulares isétropas con una
inclusién ortétropa (Ercoli et al., 1992) sien-
do este problema de especial interés a la
industria aerondutica

— vibracién forzada de una plaqueta uti-
lizada en ciertas prétesis cardiolégicas
(Laura et al., 1988c)

— placa triangular de espesor variable y
un borde libre (Cortinez et al., 1991)

— placa triangular sometida a esfuerzos
en el plano (Laura y Gutierrez, 1991)

— placas circulares teniendo en cuenta
diversas complejidades (Sanzi et al., 1988;
Maurizi et al., 1990; Laura et al.,, 1991a y
1991b)

— vibraciones de
{(Gutierrez et al., 1990b)

— vibraciones en su plano (Gutierrez y
Laura, 1989).

Por otra parte el efecto de perturbaciones
en ¢l borde también ha sido estudiado
(Laura et al., 1988e).

También se ha sugerido el uso de funcio-
nes exponenciales siendo el parametro de
optimizacién incluido en el exponente de la
funcién (Laura y Cortinez, 1989b). Este en-
foque ha sido utilizado en mecdnica cudntica
(Pauling y Bright-Wilson, 1935) y en algu-
nos problemas de la teoria matematica de la
elasticidad (Timoshenko y Goodier, 1951).

placas elipticas

2.2 Vibraciones de barras y pérticos

Laura et al., (1988b) han realizado varios
experimentos numéricos sobre vibraciones
libres y forzadas de vigas no uniformes
mientras que Filipich et al. (1988b) han ana-
lizado vibraciones de una viga cuyo espesor
varia en forma discontinua.

Carnicer et al. (1989) han estudiado el
caso de una viga con un apoyo intermedio
mientras que otra publicacién considera la
situacién donde la viga es de espesor no
uniforme (Laura et al.,. 1989b).

El problema algo mas complejo donde las
condiciones de borde contienen los
autovalores del problema siendo satisfechas
idénticamente, ha sido también tratado
(Bambill ¥ Laura, 1989). La determinacién
de velocidades criticas ha sido también es-
tudiada (Ercoli et al., 1987).

Vibraciones de pérticos en su plano han
sido analizadas por Laura y Valerga (1987)
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y €l problema de vibraciones longitudinales
de un pilote parcialmente embebido en un
suelo ha sido estudiado por Filipich et al.
(1988a).

Problemas de vibraciones de arcos han
sido considerados por Laura et al. (1988a),
Laura y Verniere (1988), Gutierrez et al.
(1989) y Rossi et al. (1989).

Diversos problemas de anillos vibrantes
han sido estudiados por Laura et al.
(19884,f) Filipich et al. (19838a) y Rosales et
al. (1989).

2.3 Vibraciones de membranas

Utilizando el método de transformacién
conforme Cortinez et al. (1988) han deter-
minado la frecuencia fundamental de vibra-
cién de una membrana anular que posee un
contorno externo corrugado mientras que el
interior es circular. Un enfoque similar ha
sido utilizado por Laura y Gutierrez (1992)
para estudiar el caso de una membrana
romboidal con un orificio concéntrico circu-
lar.

3. Optimizacién del método de
Galerkin

Es obvio que al aplicar el método de
Galerkin se tiene una situacion similar a la
que se llega utilizando la metodologia de
Rayleigh-Ritz. La funcién error o residual

SN I ——

r—————-

Fig. 2— Membrana Rectangular Vibrando en Su Modo
Fundamental.

contiene al pardmetro de optimizacién que
aparecera, como es de esperar, en las con-
diciones de ortogonalidad.

Sea por ejemplo el clésico problema de
Graetz gobernado por el sistema diferencial

dy 1 dy 2 2y v =
T2 T + 2 A~-Hy=0 (7a)
y(1)=0 (7b)
Tomando
2
y=y, = g;, C, (1 -r™) (8)
y aplicande el método de Galerkin

optimizado (Laura y Cortinez, 1986a) se
obtienen

A, = 2.704 (y, = 1.90)

A, =7.07 (y, = 1.10)

El primer autovalor coincide con el exac-
to mientras que el segundo es un 6% mayor
que el correspondiente autovalor determina-
do en forma exacta.

4. OPTIMIZACION DEL METODO DE
KANTOROVICH

El método de reduccién a ecuaciones di-
ferenciales ordinarias, de L. V. Kantorovich,
ocupa una posicion intermedia entre la so-
lucién exacta del problema dado y la solu-
cién obtenida mediante los métodos de
Rayleigh-Ritz y Galerkin. Esto se debe al
hecho de que sdlo una parte de la expresiéon
utilizada es escogida a priori, el resto es
determinado en forma exacta de acuerdo con
el caracter del problema (Kantorovich y
Krylov, 1964).

Laura y Cortinez demostraron reciente-
mente (1988a) que la precisién del método de
Kantorovich puede ser mejorada si se inclu-
ye un parametro de optimizacién g en la por-
cién de la expresién que es escogida a priori.

Para ilustrar la aplicacién se considera-
ra a continuacién el problema de vibracién
transversal de una membrana rectangular
gobernado por el sistema diferencial {ver
Figura 2)

276



Via+hu=0; ulLx,y)=0=0 (9

Uno toma

u=u, =P (y,y) fx (10 a)

donde

Pyy=1-{yby,y>0 (10 b}

Dado que se considera un modo simétri-
co, al efectuar la integracién requerida por
el método de Kantorovich sera efectuada
entre 0 y b. Por otra parte la relacién (10b)
satisface la condicion

dpP
P (by) = ——
X dy

s

=0

y=0

(11)

Sustituyendo a (10b) en la ecuacién de
Helmholtz se obtiene la funcidén error o
residual € (x, y,y). Aplicando el método de
Galerkin se obtiene

P+ (M) f(x)=0 (12 a)

donde

I b
M = J P'%Iy/J
] 4]

PPdy = M{y) (12 b)

La solucién de (12a) es
f(x) = Acos VAM x + B sen VA-M x (13)
con las condiciones de borde
fla) = f(-a) = 0 (14)

y dado que f{x) debe ser una funcién simé-
trica se deduce que B = 0 Utilizando (14) se
obtiene

cos VA-M a =0 | {15)

¥ su raiz menor es
VA-M a = n/2
Por consiguiente

Aa? = w4 + M(y)a®

Minimizando al autovalor con respecto a
g, se obtiene para el caso de una membrana
cuadrada (a=h):

Aa’= ¥4 + M(ya?

Minimizando al autovalor con respecto a
7, se obtiene para el caso de una membrana
cuadrada (a = b):

Aa? = 4.942

mientras que el valor exacto es (Aa?) =
4.9348.

El método de Kantorovich no optimizado
da Aa? = 4.967. Por consiguiente el procedi-
miento optimizado ha mejorado al resulta-
do en un 1%.

El resultado puede ser mejorado aiin més
(Cortinez y Laura, 1988) intreduciendo una
funcién adicional multiplicada por un segun-
do parametroe de optimizacién.

El proceso de optimizacién da excelente
precisién en el caso de placas de espesor
variable (Bhat et al. 1990; Laura y Cortinez,
1990a; Cortinez y Laura, 1990, 1992a vy b y
Laura et al. 1991c¢). Su extensitén en proble-
mas tridimensionales ha sido también suge-
rida {(Laura y Cortinez, 1990b).

El método optimizado de Kantorovich ha
sido utilizado en la solucién de un problema
estacionario de calor en dos dimensiones
(Laura y Cortinez, 1959a).

5. OPTIMIZACION DE LAS COTAS DE
KOHN-KATO

Kohn y Kato desarrollaron, independien-
temente, una metodologia que permite ha-
llar cotas superiores ¢ inferiores en el caso
del problema de autovalores

M, [0]=AN, - lolen D (18)
B [l =0, i=1,2..m en el borde donde
D: dominio finito

M, y N, : operadores diferenciales autoad-

juntos de orden 2m y 2n respec-
tivamente siendo m>n

siendo N, :positivo definido.
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Fl métode de Kohn - Kato puede ser utili- .

zado en el caso de dominios de geometria com-
plicada si se lo utiliza en forma combinada con
el método de transformacién conforme.

Por otra parte se ha demostrado que es
posible optimizar las cotas, minimizando la
cota superior y maximizando la inferior si se
introduce el parametro de optimizacidn de
Rayleigh en las funciones coordenadas (Laura
y Cortinez, 1986b). También se ha aplicado
optimizacién en el tratamiento de guias de
ondas electromagnéticas de seccién uniforme
y geométricamente complicada (Laura y
Cortinez, 1987).

6. OPTIMIZACION DEL METODO DE
RAYLEIGH-RITZ CUANDO SE LO
APLICA AL RESOLVER ECUACIONES
INTEGRALES

Se ha mostrado recientemente que el pro-
ceso de optimizacidn tratado en esta resefia
posee algunas caracteristicas ventajosas cuan-
do se lo utiliza en conexién con el procedi-
miento de Ritz de solucién de ecuaciones in-
tegrales (Laura y Gutierrez, 1990) y de ma-
nera similar: en el método de Galerkin (Laura
y Cortinez, 1989¢). Se debe admitir que la ma-
yor dificultad esiriba en la determinacién de
la funcién de Green pero esta situacién es
inherente a la teoria de ecuaciones integra-
les (Gutierrez et al. 1990 y Gutierrez y Laura,
1991).

7. OPTIMIZACION DE
AUTOVALORES AL UTILIZAR EL
METODO DE ELEMENTOS FINITOS

El concepto de optimizacién de Lord
Rayleigh fue introducido en formulaciones de
elementos finitos por investigadores de los
EE. UU. y Argentina trabajando en forma
independiente (Newberry et al., 1987 y Laura
et al., 1986). La idea basica consiste en incluir
un parametro exponencial y en las funciones
de forma cuando se calculan frecuencias na-
turales o cargas de pandeo. Luego de haber
utilizado una formulacién sea del tipo de Ritz
o del tipo de Galerkin, se minimiza el
autovalor buscado con respecto a y. La
metodologia ha sido utilizada también en pro-
blemas bidimensionales gobernados por la
ecuacién de Helmholtz (Utjes et al., 1989).

Otro enfoque alternativo ventajoso es el de
introducir un parametro de optimizacién C
que multiplica a una parte de la funcién de
forma y que permite optimizacién ulterior de
los autovalores (Filipich et al., 1988c).

8. CONCLUSIONES

Los ejemplos y la bibliografia citada de-
muestran que el concepto de Rayleigh de
optimizacién de autovalores permite obte-
ner, ventajosamente, resultados practicos en
una gama enorme de situaciones,

Si bien permite economia en memoria y
tiempo de uso de computadora, en el caso de
ser utilizado en cédigos de elementos finitos,
ge necesitan estudios adicionales para llegar
a conclusiones definitivas.
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