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RESUMEN

Se analiza la aplicacién de la teoria de Cadenas de Markov en el medele de Ising del
Ferromagnetismo. Las probabilidades de transicién del proceso de Markov estdn dadas por la pro-
babilidad de que €] spin de una particula de un sitio de la red esté en un estado +1 o -1, condicio-
nado al estado del spin de otra particula vecina a la anterior, de acuerdo con una energia de
interaccién. Estas probabilidades se aplican sobre particulas que siguen una linea recta segiin uno
de los ejes del cristal. La probabilidad de estados de esta cadena de particulas representa la Cade-
na de Markov. Este modelo permite expresar la pérdida del orden de largo alecance como una fun-
cién de las probabilidades condicionales. Con este modelo se obtiene el conocido resultado de que
no puede haber cambio de fase en un sistema de una dimensidn, y si puede ocurrir en un sistema
de mds dimensiones, ya que las probabilidades condicionales del proceso de Markov son funcién
del nimero de vecinos. Las probabilidades de transicidn que definen el proceso de Markov se ob-
tienen a partir de la equivalencia entre un Campo Aleatorio Markoviano y un sistema que esté
gobernado por la distribucién de Maxwell-Boltzmann de la Mecdnica Hstadistica.

AESTRACT

An application of Markov Chain Theory to the Ising Model is developed. The transition
probabilities of the Markov Process are given by the probability of a spin taking a value of +1 or
-1, conditioned to the probabhility of the value +1 or -1 of the previous neighbour. the spin of the
neighbours are related by an interaction energy. The transition probabilities are applied to particles
on a straight line correspanding to one of the principal azis of the crystal. The Markov Chain
probability law is given on the spins of the particles on the imaginary straight line. The model
gives a phase change, and formulation of the loss of the long rante order as a function of the
conditional probabilities. This model results a good aproximation and it is not a unidimensional
system, because the conditional marginal probabilities are different according to the number of
nearest neighbours, which depends on the dimension. This is in agreement with the well known
result that there is no phase change in one dimension, opposite to more dimengion systems, The
transition probabilities are obtained using the equivalence between Random Markov Fields and
Gibbs distributions.

INTRODUCCION

El modelo de Ising{12] resulta adecuado
para explicar el ferromagnetismo y muestra
la existencia de una temperatura critica,
mas alla de la cual la sustancia se vuelve
paramagnética. Existen ciertas aproximacio-
nes para encontrar la temperatura critica
del modelo, como las de Brag-Williams [4] o
la de Bethe [3]. Una solucién exacta ha sido
encontrada para el modelo bidimensional
por L. Onsager [14]. Todas muestran que no

existe un estado ordenado para el caso
unidimensional. En el presente trabajo pro-
ponemos un nuevo enfoque del modelo de
Ising, con la teoria de Cadenas de Markov.

Este tipo de andlisis ha side desarrollado
previamente para un gas que evoluciona en
el espacio de las fases [6] [7]. Tal sistema
constituye un componente de un “ensemble”
candnico. En el trabajo mencionado no se
consideraron cambios de fase, ya que se pre-
tendia salvar los inconvenientes del Teore-
ma de Liouville.
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En el presente trabajo aplicamos la teo-
ria de Cadenas de Markov a los estados del
spin de las particulas, las cuales se conside-
ran como elementos constifuyentes de un
“ensemble” microcanénico. Con el siguiente
modelo se demuestra que en una dimensién
no puede existir cambio de fase, lo cual es
diferente del caso de méds dimensiones ya
que la expresién de las probabilidades con-
dicionales depende del ndmerc de vecinos,
1o cual depende también de la dimensidn del
sistema.

Para determinar las probabilidades de
transicidon, utilizamos un importante teore-
ma [2] que expresa la equivalencia de Cam-
pos Aleatorios Markovianos y sistemas go-
bernados por la distribucién de Maxwell-
Boltzmann. Tal equivalencia permite traba-
jar indistintamrente con un modelo de
Markov o con los resultados de la Mecéanica
Estadistica. Eligiendo en cada caso el que
resulte més apropiado, como ha sido reali-
zado en varios trabajos [9] [10].

Desarrollo

En el modelo de Ising se considera un sis-
tema de particulas fijas en sitios de una red.
Asociado con cada una, existe una variable
de spin s, que puede tomar valores 1 o -1.
Es decir spin hacia arriba o hacia abajo.

La energia de una configuracién del sis-
tema se expresa:

Eq=XJs s +B Xs,
] n 1

P 1
<ij>

(D

donde J es la energia de interaccién dada
por J = ¢/KT, T es la temperatura y k la cons-
tante de Boltzmann, B es el campo magné-
tico externo, {s] significa una configuracién
en particular, y <ij> significa suma sobre los
vecinos mas cercanos.

En nuestro modelo consideramos el esta-
do s de las particulas situadas sobre una li-
nea recta que siga uno de los ejes del cris-
tal. Tal modelo resulta ser causal, ya que
utilizamos la probabilidad marginal del es-
tade de una particula respecto de! estado de
la particula anterior sobre la linea recta
imaginaria.

A pesar que utilizamos un modelo de con-
tagio gue sigue una linea recta, esto es di-

ferente de un sistema unidimensicnal, como
se vera, ya que el calculo de la probabilidad
marginal es distinto de acuerdo con el nd-
mero de vecinos.

De este modo, en la Cadena de Markov
establecida sobre las particulas en la linea
recta imaginaria quedan determinadas las
probabilidades de transicién:

Probabilidad de que una

P1,_1 particula esté en estado +1
dado que la anterior esta en
estado —1.

Probabilidad de que una

P_ll1 particula esté en estado -1
dado que la anterior estd en
estado +1.

P =1-P
11 in
(2)
=1-P

De esta manera, de acuerdo con la teoria
de Cadenas de Markaov [13], 1a probabilidad
de que una particula n, alejada n sitios de
una particula tomada como central, esté en
estado 1 dado que Ia particula central esta
en estado 1 se expresa:

P
P (S, = Us, )= —— -

Plf-l * P-lfz
P
ﬁlj _ _
op L PP @
i -n

De esta importante expresién, surgen dis-
tintos resultados de acuerdo al valor de las
probabilidades de transicién P1,_1 y P_lj1 como
se muestra en el grafico de la pagina si-
guiente.

La curva b) del grafico es similar a la fun-
cién de distribucién radial obtenida para li-
quidos [1] [8], para la cual el presente mo-
delo podria ser ajustado.

Ambas curvas muestran como es el orden
de corto alcance, en la curva a) hay una ten-
dencia a que los estados de particulas veci-
nas sean del mismo signo. La curva b) mues-
tra una tendencia de los estados de particu-
las vecinas a ser de distinto signo.

De acuerdo con este modelo, el orden de
corto alcance se perderia cuando:
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Puy ..______-_-ft-____,___.~_
Py, + Py
1 A 1 1 1 }
0 m
a) Pl,.l + P_lf1 <1 b) Pl,_1+ P_lf1 =1
P = (4) p S (8)
Pl;_l = Pi 7 q

el orden de largo alcance estd determinado
por:

‘ Pl,r
o Pl el 55— 5
1 -1

1

(5)

consecuentemente, el orden de largo alcan-
ce se pierde cuando la expresion 5 es igual
a 1/2, es decir;

P

i B |

P

L

(6)

De esta manera, de acuerdo con nuestro
modelo, el estado de la sustancia se deter-
mina conociendo las probabilidades:

P .P

1t T 1

. (7)
las cuales dependen de la temperatura y del
numero de vecinos.

En lo que sigue, hacemos el calculo de las
probabilidades mencionadas en 7.

De acuerdo con 1a Mecdnica Estadistica y
la expresion de la energia 1, la probabilidad
que el sistema esté en un estado (s} resulta:
(en lo que sigue consideramos nulo el cam-
po magnético exterior, B = 0).

siendo q la funcién particién dada por:

9)

donde <{s}> significa suma sobre todas las
configuraciones posibles,

De este modo podemos analizar el estado
de un subsistema compuesto por una parti-
cula y sus vecinos mas cercanos.

Esqueméticamente, si se considera una
red cuadrangular en dos dimensiones, el sis-
tema estaria representado por:

donde la particula del centre es la particula
en cuestién, y tiene 4 vecinos mas cercanos.
En lo sucesivo, indicaremos con z ¢l nume-
ro de vecinos mas cercanos.

De acuerdo con el teorema de equivalen-
cia entre Campos Aleatorios de Markov y la
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Mecanica Estadistica, la probabilidad de que
el subsistema esté en un estado particular
es equivalente a la probabilidad conjunta de
que la particula central y sus vecinas estén
en dicho estado,

Consecuentemente, la energia del subsis-
tema, cuando la particula central esta en un
estado s, y K de sus z primeras vecinas es-
tén en estado -1, es:

E=4Js, (z - 2k} (10)
por lo tanto, la probabilidad de que el

subgistema esté en el estado antes mencio-
nado se expresa:

(11)

Z
S ( a5 @ -2 gk
k

pit]

Z
dado que existen (k)combinaciones de ele-

gir k vecinos entre z,

Esta expresién es utilizada en [11] para
desarrollar la aproximacidn de Bethe, e in-
troduce el factor 6 para tener en cuenta la
interaccién del resto de la red, y se justifica
por ser un factor andlogo a la fugacidad.

De esta manera, eligiendo uno de los z
vecinos como el anterior a la particula cen-
tral, la probabilidad conjunta de que la par-
ticula central esté en el estado s, y la ante-
rior esté en estado -1 se expresa:

A

z k
P = > ( ) . pisiZ-z g (12)
Sjs k=0 k z

el factor k/z se debe a que hay una probabi-
lidad k/z de que el vecino anterior a la par-
ticula central sea uno de los k vecinos en
estado -1.

Andlogamente, la probabilidad de que la
particula central esté en un estado s, y la
particula anterior esté en estado 1 se expre-
ga:

P,l:i (z)z—k
fmt k=0 \k zZ

Calculando las sumas correspondientes,
las expresiones 12 y 13 se expresan:

s Z -2 pE

(13)

Ps =

i,-1

e’ 6 (e’% + 6 e)* (14)

s
q

Ps , = "(li e’s 0 (e’ + 0 es)F! (15)
De 14 y 15, se calcula Ps, como:
Ps, = Ps,, + Ps,
resultando:
Ps,, = _cll (e’ + O o5t (16)

El parametro 6 se calcula teniendo en
cuenta que segun la expresion 16 resulta:

1
P,=—{(e+ 08 e7)" a7
q

lo cual también deberia poder obtenerse su-
mando 14 para amhos estados de S,

1 1
P.=—06el(eg?+0e)+—0e’ (e’ +0e)
q q

(18)

Igualando 17 y 18 se obtiene el valor de
6:

(el + 9 ed)2?

= (e -

En [11] se analiza la expresién 19 y se
observa que 8 = 1 siempre es solucién, ade-
mas, si 8 es solucién, entonces 1/8 también
es solucidn.

En [11], se demuestra que cuando la de-
rivada del término de la derecha de la ex-
presién 19 es mayor que 1, 6 = 1 es la tinica
solucidn, y ésta corresponde a la ausencia de
ferromagnetismo.

La temperatura a la cual se obtiene la
condicién expresada previamente es:

Jc = — “2— 10g —Z—j (20)
es decir:
(U 21)
Klog 79
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de 21 se observa que existe una temperatu-
ra critica cuando € < 0, es decir cuando la
energia es atractiva, y cuando z > 2. Esta
resulta ser la aproximacién de Bethe del
modelo de Ising.

De acuerdo con nuestro modelo, nos inte-
resa calcular la temperatura a la cual se
pierde el orden de largo alcance, es decir la
condicién expresada en 6

E

) G |

B

1y

P  se obtiene de 15 y 16 como:

.lfn

Plf 1 = =
P-l

Lo

analogamente, Pm se obtiene como:

Pl
P, = 11
1 P,
resultando:
= 8 e’
T gliged (22)
0el
-_— (23)

V1 el g ge?

de 22 y 23, y teniendo en cuenta 19, resul-
ta:

W1 - glza

R

de 24, resulta que el orden de largo alcan-
ce, de acuerdo con nuestro modelo, se pier-
de cuando 0 = 1, es decir, coincide con la
temperatura de Bethe. El resultado obteni-
do es coherente con el hecho de haber utili-
zado para el cdlculo de las probabilidades 7
las férmulas de la aproximacién de Bethe,
lo cual muestra que el modelo no introduce
una nueva aproximacion.

Se puede demostrar, aplicando las férmu-
las 4, que con este tipo de interaccién no
existe temperatura a la cual se pierde el
orden de corto alcance.

Por otra parte, aplicando leyes de teoria
de probabilidad elemental, se demuestra que
si

antonces

-t

1 'E

lo cual demuestra que si no hay orden de
largo alcance, no existe preferencia por spin
hacia arriba o spin hacia abajo, lo cual esta
de acuerdo con el fendmeno fisico.

Conclusiones

El presente modelo, cuyo resultado es la
formula 3 resulta adecuado para analizar
cambios de fase con pérdida de orden de
corto y largo alcance. La férmula 3 es gene-
ral, y valida para cualquier tipo de
interaccién entre particulas, la cual deter-
mina las probabilidades de transicion.

Por ejemplo, proponemos que el presente
modelo puede ser aplicado a un liquido, si
se consideran como estados posibles de un
sitio de la red, el de ocupado S, = 1, 0 va-
cante S, = 0. Lo cual est4d de acuerdo con la
teoria de agujeros en liquidos [5]. De esta
manera, infroduciendo la expresién adecua-
da de 8, la presién y el volimen, podria
obtenerse tedricamente la funcién de distri-
bucién radial para un liquido, de acuerdo
con la curva b de la fig. 2, lo cual sera desa-
rrollado en un futuro trabajo.

Ademas, todavia puede mejorarse el mo-
delo si en lugar de considerar la probabili-
dad condicional del estado de una particula
respecto del estado de la anterior, se condi-
ciona respecto del estado del conjunto de
particulas situadas de un lado de la parti-
cula central, a partir de un plano que con-
tiene a dicha particula.
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