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RESUMEN

Se analiza aqui una metodologia de resolucién numeérica de la ecuacién de Hamilton-Jacobi-
Bellman asociada a problemas de control éptimo deterministicos con horizonte infinits. Se consi-
deran discretizaciones en tiempo por diferencias finitas y en espacio con elementos finitos. Se es-
tudia fundamentalmente la velocidad de convergencia de los métodos presentados y se dan estima-
ciones explicitas de los errores de aproximacién. Asimismo, se muestran ¢jemplos gque prueban la

optimalidad de las cotas dadas,

ABSTRACT

We consider here the Hamilton-Jacobi-Bellman equation associated to an infinite horizon optimal
deterministic control problem and we analize the numerical solutions by discretization on time and
spacial variables. We study the rate of convergence of the approximate solution to the optimal cost
function of the original problem and we give explicit estimates of the rate of convergence. In addition,
we present some examples which show that these estimates are optimal.

INTRODUCCION

En esta exposicién resefiaremos algunos
resultados obtenidos recientemente en el
campo de la solucién numeérica de las ecua-
ciones de Hamilton-Jacobi-Bellman. Analiza-
remos fundamentalmente los publicados en
[17] [19]); en especial, la cuestién del orden
de convergencia de los métodos numéricos
alli presentados.

Las ecuaciones en derivadas parciales no
lineales, conocidas como las ecuaciones de
Hamilton-Jacobi-Bellman, provienen de pro-
blemas de eptimizacion de sistemas dinami-
cos. Como en base a estas soluciones es po-
sible construir politicas sub-dptimas en
feedback, cuestién importante desde ¢l pun-
to de vista préctico, interesa por lo tanto
disponer de métodos numéricos para deter-

Conferencia pronunciada durante la entrega del
Premio “Alberto Gonzilez Dominguez” 1988-1990, el dia
22 de noviembre de 1991.

minar en forma aproximada estas solucio-
nes.

El estudio se restringe aquf al tratamien-
to de ecuaciones de Hamilton-Jaecobi-
Bellman asociadas a la optimizacion de sis-
temas dindmicos cuya evolucién esta gober-
nada por ecuaciones diferenciales ordina-
rias.

El objetivo central de estos desarrollos
fue determinar los 6rdenes de convergencia
de las aproximaciones y obtener acotaciones
a priori de los errores de discretizacion.

En I, se introduce el problema de control
6ptimo y la caracterizacion de la funcién de
costo 6ptimo como la dnica solucion de
viscosidad de la ecuacién de Hamilion-
Jacobi-Bellman asociada a este tipo de pro-
blemas.

En II, se considera la solucién aproxima-
da de la ecuacién de Hamilton-Jacobi-
Bellman por discretizacién en tiempo.

En base a técnicas del analisis convexo
[26], se obtienen estimaciones de la veloci-
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dad de convergencia, que en algunos aspec-
tos son mas ajustadas que las obtenidas en
la presentacién del método hecha en [2], [3].

En II, se considera la solucién totalmente
discretizada de la ecuacién de Hamilton-
Jacobi-Bellman y se analiza el estableci-
miento de acotaciones criticas de los errores
de discretizacién, asi como los problemas de
optimizacién de los pardmetros de discreti-
zacién. A través de contraejemplos, se com-
prueba que las estimaciones establecidas
dan los limites de precision de esta
metodologia de resolucién.

1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Describiremos aqui el problema cuya so-
lucién numérica serd tratada en 1T y IIL

-

1.1 El problema con harizonte infinito
1.1.1 La funcién de costo 6ptimo

El objetivo final de los desarrollos aqui
tratados es encontrar o calcular aproxima-
damente la funcién de costo 6ptimo u, aso-
ciada a la optimizacién de un sistema din4-
mico controlado.

Esta funcién se define:

w(x} = inf J(x, o))
olich

(1)

donde

Jx, o) = | fiyts), ads)e ds ()
g

v A es el conjunto de funciones admisibles
de control af.), estas funciones son funcio-
nes medibles definidas en el intervalo [0, o),
con valores en un compacto A c %™

La funcién f representa el costo instanta-
neo y A > 0, es el factor de descuento.

El sistema bajo control esta identificado
por su estado ¥y € RY, que a su vez evolucio-
na de acuerdo a la siguiente ecuacion dife-
rencial:

v(s) = gly(s), als)), s>0, (3)

siendo las condiciones iniciales:

y0)=xe Q c R (4)

Se supone siempre que para toda politica
de control, la correspondiente evolucién y(.)
estd enteramente contenida en Q.

[.1.2 Propiedades de la funcién de
costo 6ptimo u

Regularidad

Cuando los datos del problema son
lipschitzianos y acotados, la funcidn u es
hélderiana y acotada. Especificamente tene-
mos:

Proposicién L1: S; se verifican las si-
guientes hipétesis Vx, Re Q, oeA:

lex, 0 -g& W <Lk -% &)
lgx, o < M, ®)
|fx, o) - fR, )| < L, Jjx - &) Q)
|fix, @)| <M, (8)
entonces, Vx, xeQ)
M,
lugo|s St €))
lux) - u®)| < C |x - X7 (10)

donde C es una constanie que depende de los
datos del problema.

Nota: La demostracidn es clasica (ver [2],
[91, [10}, [12], [13]).

I.1.3 La ecuacidén estacionaria de
Hamilton-Jacobi-Bellman

Utilizando las técnicas de la programacién.
dindmica, puede probarse que la funcién de
costo éptimo es solucion de la ecuacion de
Hamilton-Jacobi-Bellman asociada:

min

e

y ou
{—?Lu 25 g]-(oc)(— + f(oc)} =01
i=1 aXi
en ¢l sentido de viscosidad. La solucién de
viscosidad estd definida de la siguiente for-
ma (ver [5], [6], [21]):
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Una funcién u se dice una solucién de
viseosidad de la ecuacién (11), si para toda
funcién ¢e CHQ) se verifica que:

(1) Si u ~ ¢ fiene un maximo local en x,, en-
tonces:

- d
I&IP {_M' & El gi{a) i“‘ o) }2 0, en x,.

(12)

(i1) 8i u - ¢ tiene un minimo local en x,, en-
tonces:

’ d
min [—?uu +2 gl —¢ + o) }S 0, enx,.
oeA = * axi
(13)

Nota: Dado que la solucién de viscosidad
es tnica (ver [5], [6]), se tiene que la deter-
minacién de u se reduce a encontrar la dni-
ca solucién continua de (11).

1.2 El problema con horizonte finito

1.2.1 La funcion de costo éptimo para
el caso de horizonte finito

Si el tiempo de evolucién se limita a un
valor finito T, se debe considerar el funcio-
nal:

J %, 000 = | £ (¥(x, 8), osle™ ds (14)

La correspondiente funcién de costo épti-
mo se define, naturalmente:

u, (t, x) = inf J,(, x, o)

oldeAq

Vie{0, T], VxeQ (15)
siendo A, el conjunto de las funciones
medibles af.): [0, T] > AcR™ y donde y(x,.)
es la solucidon de la ecuacidén (3) con condi-
ciones iniciales:

yx,th=x {16)

1.2.2 Propiedades de la funcién de
costo optimo u,

Regularidad

En este caso bajo las mismas condiciones
(5) (8), puede probarse que u, es acotada y
lipschitziana, estrictamente se tiene:

Proposicion L.2: 5i (5) (8) son vdlidas,
entonces:

| u, (¢, %) | £C (17)

|, (&, X)-u, (t, ®) | <C |ete-PT-0_7 ]
Ix%)  (18)

| u, (¢, %) -u, (?, X) | $C | ete-nT0_ 7]
lt-t] a9

donde C es una constante que depende de los
datos del problema.

1.2.3 La ecuacion evolutiva de
Hamilton-Jacobi-Bellman

Para el caso de horizonte finito, 1a funcién
de costo 6ptimo u, es la vnica solucién de
viscosidad de la siguiente ecuacién evoluti-
va de Hamilton-Jacobi-Bellman:

a s d
min {31;31 -, + 2 gla) ,:-::T + f(@) ] =0
(20)
con condiciones finales
w(T,x)=0 VxeQ (21)

Para (20), la solucién de viscosidad se
define en forma similar a lo hecho en 1.1.3:
Una funcién u, se dice una solucién de
viscosidad de la ecuacién (20), si para toda
funcién ¢e C! ((0, T) x €) se verifica que:
(i} Siwu, - ¢ tiene un maximo local en
(t,, x;), entonces:

min
[P

B & 3
[—}LU.[.+E+ a§1 g](‘l) a_x': + f(U'J }

=20, en (tu, xn). (22)
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(ii) 8i u; - ¢ tiene un minimo local en
(t,, x,) entonces:

; 99 ¢
min {_k“-r*‘“é?* 2 glo) = ﬁ‘a)]

1

<0, en(t,x). (23

Nota: Tanto (11) como (20) son en gene-
ral imposibles de solucionar analiticamen-
te, por lo que es necesario desarrollar mé-
todos numeéricos como los que analizaremos
en Il y II1. En (7], (8], [24], [25], [28] pue-
den verse otros enfoques de este problema.
Los resultados aqui analizades estdn mas
ligados a los métodos usados en [2], [3], [8],
{12], [13] y reposan en la utilizacién de es-
quemas de discretizacién de las derivadas
parciales que verifican un principio de maxi-
mo discreto [4].

II. SOLUCION NUMERICA POR
APROXIMACION EN TIEMPO
DISCRETO

Se presenta aqui una discretizacién en el
tiempo de la ecuacién de Hamilton-Jacobi-
Bellman) (11) y se analizan las propiedades
verificadas por las familias de funciones de
aproximacioén u®, asi como las estimaciones
explicitas de la velocidad de convergencia de
estas aproximaciones a la solucién de
viscosidad del problema original. Se anali-
za fundamentalmente el hecho de que al
introducir una discretizacién en tiempo, se
produce un empobrecimiento del espacio de
contreles admisibles, con lo que controles
complicados no pueden ser perseguidos con
precisién. Es esto lo que provoca la aparicién
de una velocidad de convergencia de tipo
Vh en contraste con el método de Euler ha-
bitual, que es de orden h.

Los resultados principales son los si-
guientes:

e Usando técnicas de anilisis convexo se ob-
tiene, para el problema con horizonte fini-
to, una estimacién del error del tipo:

| w, (t, %) - ub (¢, %) | < Mo (T - t) h
(24)

y del tipo

| u, (¢, x)-ul (£, x) | <My (T-t)h
(25)

cuando se eumplen condiciones adicionales
de semiconcavidad para las funciones f y

g.

e Utilizando las estimaciones (24) y (25), se
obtiene para el problema con horizonte in-
finito, la estimacion (26), valida para el
caso general; y la estimacién (27), valida
para el caso en que se suponen hipétesis
de semiconcavidad:

| u(x) - ub (x) | < C he@aram (26)

| u(x) -u" (x) | £ C hra@ (27}
Y es una constante y ¢, ¥ son funciones que
dependen de los datos del problema y no
del parametro h de discretizacién,

Observaciones

Similares estimaciones han sido obteni-
das por Capuzzo Dolcetta-Ishii en [3], utili-
zando técnicas asociadas a la teoria de so-
luciones de viscosidad [5], [6], [21], [22].

Las principales diferencias entre ellas y
los resultados aqui analizados, es el uso de
técnicas de analisis convexo como medic
para probar las estimaciones (24) y (25) y el
hecho que las estimaciones obtenidas para
el caso con semiconcavidad mejoran (en el
conjunto 1 < y < 2} las obtenidas en [3].

II.1 Aproximacién del problema con
horizonte infinito

I1.1.1. Un esquema de discretizacién
temporal :

Se considera en C(Q) la solucién u" de la
ecuacidn funcional giguiente;

v (x)min (I-Ah)uh(x+hg(x, o)) + hilx, o))

[+33:%

Yxel) (28)
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que es una version natural de la discre-
tizacién de HEuler de la ecuacién (11).
Si se considera que: Ve, VacA,

1
Vhsh, =

X + hg (x,a) € Q, (29)

entonces, V h < h, el operador A® esta bien
definido.

AP C(Q) - C(Q)

(A'w)(x)= min ((1-2h) w(x+hg(x, o)) +hilx, o))

acA

(30)
51 denotamos
A" C(Q) - C@Q)

(Ahw) (x) = (1 - \h) w (x + hg (x, a)) + hf (x, a),

entonces puede denotarse en forma compac-
ta:

(APw) (x) = min (A" w) (x)

asA

v la ecuacién (28) deviene:
ut = Ahgh (31)

Nota: Es claro observar que A" es un ope-
rador contractivo en B(Q) (el espacio de las
funciones acotadas en ) y por lo tanto, la
ecuacion (31) tiene en B(£2), una tnica solu-
cién que denotamos u’. En I1.1.2 se anali-
zan otras propiedades de regularidad de uh.

I1.1.2 Propiedades de la funciéon u®

Las funciones u", tales como la funcién u
a la que aproximan, son acotadas y
hoélderianas, es decir:

Proposicion I1.1: Si (5)-(8) son vélidas,
entonces

Mf
[ oy [ 2 (32)

| wh () -uP®) | <Cilx—%K| (33)

siendo C una constante que depende de los
datos del problema y ¥ = min (MLg, 1).

Interpretacion

La funcién u® es la funcién de costo 6pti-
mo del problema de optimizacion siguiente:
ub (x) = min  J* (x, o)), (34)

of)eah

siendo

Iz, ()= Z h.fy, (), o Gh) ) (1 - rh,

i=a

(35)

y donde el vector y, representa al sistema
de tiempo discreto que evoluciona de acuer-
do a la ley:

v, %j+ D=y, &) +hg &, &,5), a{h), i=0,1,..

(36)
yh (X, D) = X,

A" es el subconjunto de A formado por los
controles of.) gque toman valor constante en
los intervalos jh, g+ 1) h) Vj=0,1, ..

I1.2 Aproximacién del problema con
horizonte finito

11.2.1 Un esquema recursivo para la
discretizacion en tiempo con
horizonte finito

Si también, para el problema con horizon-
te finito, se discretiza la variable tiempo, se
obtiene la funcién de costo 6ptimo ub, defi-
nida recursivamente de la siguiente forma;

ul, (n - 1, x) = min {(1 - Ah} u
oc A

(n,x+hg(x,)) +hf(x,0)) n=1,.,n

Yxe  (37)

(L, x)=0 Vxe Q (38)
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Cen lo que abreviadamente, se tiene:
uh (n -1, %) =(A"uf (n, ) (%)
u (1, x)=0

Nota: Supondremos, en orden a simpli-
ficar el andlisis, que

T
= 5 es siempre entero.

Interpretacion:

Puede comprobarse sin mayor dificultad
que u® es la solucién del problema de
optimizacién:

uf (n, x) = min J4 (0, x, o)),
folle AT

(39)

donde

p-1
35 (0, x, o)y = Zh . £(y, (x, ), a Gh) (1 - Ab)y™,

i=n

(40)

A? es el subconjunto de A, formado por los
controles af.) que toman valor constante en
los intervalos [jh, G+ 1) h)Vj=0,1,.. , pny
donde la sucesién y, (x, j + 1) esta dada por
la relacién recursiva;

Y, %3+ D=y, ()) + hg (yh (x, j), a (h)),
| i=mn, .. -1

¥, (x, n) = x

I1.2.2 Propiedades de la funcién uj

Las funciones wu% son acotadas ¥y
lipschitzianas, estrictamente tenemos:

Proposicién 11.2: Si (5)-(8) son vdlidas,
entonces uh, es lipschitziana y acotada; es

1
decir, Yhe (0,;) VX, % e @

Mr
[uh (n,x) | £ — (1 -(1-2ahp") (41)
A
|y (n, x) —ul (n, ®) | <L, () x - §)
! (42)
donde
Lf — gllg=DT-nh) o 7, 5 3
Lg -~ A L
1 .
Lnl;_r(n)ﬂ Lf'A,-Lg s1Lg<},
L, (T - nh) sil, =4

II.3 Aproximacién de los controles con
funciones escalonadas

La demostracién de la convergencia de u*
hacia u estd basada en la consistencia de la
aproximacién de Euler y en el hecho que las
politicas de control, por arbitrarias que sean,
pueden ser aproximadas, al menos en sus
efectos sobre el sistema real, por funciones
escalonadas.

11.3.1 Un resultado basico de
convexidad y sus aplicaciones

Las siguientes proposiciones sefialan que
las politicas medibles de control pueden ser
reemplazadas por politicas simples (escalo-
nadas con nimero fijo de conmutaciones), en
sus efectos integrales y dan estimaciones de
las correspondientes perturbaciones.

Lema IL1: Sea f: A — %R°, tal que F =
(flo) / o € A} es compacte. Entonces, para
toda funcién medible a.): 10, 1] - A, se ve-
rifica que:

w, € CoF, (43)
siendo

w, = J £ (o (1)) dt (44)
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CoF = {Z A x,420,%%=1x%xecF,neN}

i=1 i=1

(45)

La prueba estd basada en el hecho de que
al ser F compacto, CoF es cerrado.

En base al Lema IL.1, y teniendo en cuen-
ta que cualquier punto de CoF puede expre-
sarse en términos de los puntos extremales
de CoF (gue a su vez son puntos de F), se
tiene que 3o, € A, A 20;i=1,1 + 1, tales
que:

r+1

1
w,=l fla®)dt= XA f(a)
) |

i=1

(46)

)

En consecuencia, existird una particién
del intervalo [0, 1] en a lo sumo (r + 1) sub-
intervalos I. y una funcién escalonada « {.)
con valor constante en los sub-intervalos I,
tal que: '

r+1

20,2 A=1lmI)=A o e A fle)eF

i=1

§ tta, @pdt =1, £ (o) dt

El resultado es inmediatamente extensi-
ble a un intervalo arbitrario [a, bl, es decir:
¥V politica a(.) con valores en A, existe una
politica escalonada o (.) con a lo sumo (r +
1) valores distintos en A, tal que:

b b

J£eo @y dt=[fawa

Finalmente, de los resultados anteriores
surge la siguiente extension:

Lema I1.2: Sea b: R™ ! - R una funcién
acotada y continua,

i=0,1, .., nuna discretizacion del interva-
lo [0, T1, ¥ ol.) una funcion medible con va-
lores en A, entonces existe una politica esca-
lonada o con valores en A, tal que:

o, tiente a lo sumo r + 1 escalones en cada

]

intervalo [ t, t,

1 Tl

(47)

t
i+1

+1
[bt, o) ds =] bt o (5 ds

Vi= 01 1---1 | 1 (48)

El siguiente lema establece una acotacion
entre las respuestas del sistema al control
al.) y al control escalonado aproximante
a ().

Lema IL.3: Sea y(.) la respuestas corres-
pondiente al control of.) (es decir, la solucidén
de (3). Consideremos una particién del inter-
valo [0, T] en n, intervalos de longitud h, =
T, y

L

y.®=x+]gly, &), a ()dsvte [0,

donde o, se obtiene a partir del lema 11.2
cuando se lo aplice a la funcién b: R=+1
Rv+1 con

b, o) = (2 by (8, ), Ely (), oY
luego

|y ® -y, ® | <3Mh e (49)

Nota: Los lemas precedentes indican que
cualquier politica puede ser esencialmente
reemplazada en sus efectos por politicas es-
calonadas con nuamero prefijado  de
conmutaciones.

11.3.2 Aproximacion con funciones
uniformemente escalonadas

Para establecer los resultados de conver-
gencia de los esquemas introducidos en I1.1,
es necesario trabajar con funciones escalo-
nadas cuyos escalones tienen longitud uni-
forme h.
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Las funciones que aparecen en el lema
11.3, si bien tienen a los sumo v + 2 escalo-
nes en cada sub-intervalo de longitud h,
T/n , esos escalones no son a priori de 1gua1
longitud, por lo que se debe transformar las
funciones o en funciones of uniformemen-
te escalonadas con escalones de longitud:

T
11= —

hl
g (50)
n, n, (v +2)

n, (v + 2)

Los valores de o son definidos de forma
tal que of commde con o en todo el inter-
valo [t, t |, excepto a lo sumo en (v +1)
sub- mtervalos de longitud residual

N <h,

¥ en consecuencia a lo sumo en un conjunto
de medida n, tal’que

W, <(v+1)h,
es deeir

mis/o(s)#ofs),se [t,t .

)<,

En base a estas consideraciones, se pue-
de probar el lema II.4, que establece una
acotacién de la diferencia de las respuestas
del sistema a los controles of(.) y oh(.), res-
pectivamente.

Lema I1.4: Sec y(.) la respuesta corres-
pondiente al control of.) (es decir, La solucién
de (3)). Consideremos una particion del in-
tervalo [0, T] en n intervalos de longitud h
=Th,p=(Mv+2)n,n ¥y

¥ @ =x+ ], 2 (v (3), 0h () ds v te [0, T)

donde o se obtiene aplicando la construc-
ctén arriba mencionada, entonces:

| y(t) - y% (1) [| < C Vh elet (51)

siendo C una constante que depende de los
datos del problema.

I1.4 Velocidad de convergencia

El resultado bédsico consiste en establecer
acotaciones del error para tiempo finito.

I1.4.1 La convergencia en el caso con
horizonte finito

En base a la estimacién (51) puede pro-
barse el siguiente:

Teorema IL.1: Sea una particién del in-
tervaio 10, Tl en n = (v + 2) n, n, sub-inter-
valos de longitud h = T/n, entonces

| u. (0, x) - uh (0, x) | <C ¢(T) hz (52)

donde ¢(T) estd definida por

glg-MT siLg>7k.
(T = | T siL =4
1 3iLg<?L

La demostracién de este resultado esta
basada fundamentalmente en la propiedad
de aproximacién de las funciones medibles
con funciones escalonadas descripta ante-
riormente (ver [17]-[19]).

I1.4.2 La convergencia en el caso con
harizonte infinito

Este caso se reduce al de horizonte fini-
to, considerando una adecuado sucesién de
problemas con horizonte finito y los resul-
tados de estimacién (52).

Teorema T1.2:

julx) — uh(x)|| < C hr? (53)
donde
i st A >Lg,
A
C= = — si A< Lg,
Lg
ve {0,1) si A = Lg.

I1.4.3 Velocidad de convergencia para
el caso semiconcavo

Si las funciones f y g verifican propieda-
des adicionales de semiconcavidad, es posi-
ble mejorar las estimaciones para el error
|| u-u"|| en el conjunte & > Lg.
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Ademas de las técnicas de andlisis con-
vexo usadas, para obtener estos resultados
deben considerarse las familias de funciones
ul y la propiedad de semiconcavidad de las
mismas. Asimismo se emplean téenicas de
regularizacién y resultados de la teoria de
interpolacién de funciones diferenciables
que permiten obiener mejores estimaciones
de ||u, - uh ||

En términos de estas estimaciones pue-
de acotarse el error total |{u — u*|| emplean-
do el mismo procedimiento que en el Teo-
rema J1.2.

Definicion:

Se dice que f y g verifican una propiedad
de semiconcavidad, si Ve A

lgx+z 0)-2g& 0)+g(x~1z a

<Clz|* (4
fx+z,0-2fx,o)+fx-z )
<Clz|®> (55)

Propiedades auxiliares

Proposicién IL3: Bajo la hipétesis (54)-(55)
se tiene que Vn, u¥, (n, .) verifica la siguien-
te propiedad de semiconcavidad:

uh (0, x +2) - 20 (n, %) +ul (n, x - 2)

<y (T - nh) |iz|* (56)

donde
M efPle-at st 2Lg > A
yit)= | Mt si 2Lg = A
| M st 2Lg < A

Definicién de 1;1‘;‘J » regularizacion de u®

Por convolucién con una funcién B.() e
C~ (RY), se obtiene una aproximacién regu-
lar de uh

ul (%) =@l ) B) ()=

[ whmz-npmdy 67

donde _
B, () e C (%) B, )20, Vx; [P, () dx =1,

€V

soporte de

B,clxe RY/|Ix|| <), B,(®)= B( )Vpe‘ﬁ*

Con esta definicion puede probarse que il
verifica las propiedades establecidas en las
siguientes proposiciones:

Por convolucién de (56),

semiconcavidad de u‘; g5

se obtiene la

Proposicién I1.4:

u".l.(n,x+z)-2u*;_,r{n,x)+

u? (n, x - z) <y (T-nh){z|]? (58)

r (0, .) € C=, por lo tanto, tomando limite
en (58) se obtiene:

Proposicion IL5: Lo matriz hessiana de

wh o (n, ) verifica la siguiente propiedad:

—
w sy (T -nh) W[Z (59)

En virtud de las propiedades de con-
volucién y teniendo en cuenta que u¥, (n, .)
es lipschitziana, tenemos la siguiente esti-
macion para la diferencia entre la funcién
u’, y su funcién regularizada:

Proposicion 11, 6: Si (18) es vdlida, enton-
ces
[ufy (r, %) -uh o (0, %) < Lyp (60)

Por convolucién de (37), se cumple la si-
guiente desigualdad:
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Proposicion IL.7:
uh  (n,x)<(1-Ah)a) (0 + 1, x+hg (x, a))

+ hf (x, a) + ((1 - Ah) L., Lg + L) h p (61)
T

Usando desigualdades provenientes de la
teoria de interpolacién, sigue de (69) que:

Proposicion I1.8;

v+1

nuls‘,l. (i+ 1, y(t)+ hg (y (t), a]._j) Jki‘j <

i=

v+l

uh G+l yt)+h 2g(y ), a ) )+

i=o0

My (T-G+ 1) hy R (62)

v+ 1

donde Kﬁ verifica % L]j =1, llj = o.
i=0

Las propiedades previas permiten obtener
una cota superior para u’;, establecida en el
siguiente teorema:

Teorema 1L1.3: Bajo las hipdtesis (5)-(8),
(54)-(55) se tiene:

uwh (0, x) =0, (0, x)+yw (TYh (63}

Nota: La desigualdad reciproca:
uh (0,x)2uw, 0, +w(Dh

es una simple consecuencia de la consisten-
cia de la aproximacién de Euler.

Para el caso con funciones semicéncavas,
el efecto de la propiedad de regularidad (56)
sobre la velocidad de convergencia queda
establecida por el siguiente teorema;

Teorema IL.4: Bajo las hipdtesis (5)-(8),
(54), (55) se tiene:

Mh st 2Lg < A

|, (0,x)-uf(0,x)| < | MTh si2Lg=A
Mete-MTh  sf 21g > A
(64)

Finalmente, en base a la desigualdad:

|u(x) - vt ()| <M e+ Ju, (0, x)~u‘; (0, %))

(65)
puede obtenerse:

Teorema I1.5; Bajo las hipdtesis (5)-(8),
(54), (65) se verifica que:

Ch si 2Lg <A

|u(@)-u" ()| <|Ch' ye(0,1) si2Lg =L
Chr# si 2Lg > A

(66)

Nota: La estimacion (66) mejora (53) (esti-
macién obtenida en el caso general, sin las
propiedades de semiconeavidad en el conjun-
toy> 1.

Nota: En [3] Capuzzo Dolcetta-Ishii han
obtenido otras mejoras de las estimaciones
de la velocidad de convergencia, usando
también argumentos de viscosidad y bajo
hipétesis de semiconeavidad. En particular,
han presentado la estimacion:

Ch si2Lg <A
jul (0, %) -u (0, x)| <

| Chv-? silg<i<2lg

(67)
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En consecuencia, esta estimacién mejora
la cota (53) solamente en el conjunto 3/2 <y
< 2. Es también posible observar que la es-
timacién (66) es mejor que (67) en el con-
junto 1 < y< 2.

I1I. SOLUCION TOTALMENTE
DISCRETA

Para obtener resultados numéricos prac-
ticos, es necesario realizar, no sélo la
discretizacién en tiempo presentada en II,
sino también discretizar la ecuacién (11) con
respecto a las variables de estado. De esta
forma es posible calcular una solucién total-
mente discreta u’}, problema que se analiza-
ra en esta seccidn. Las estimaciones del error
de aproximacién || u(x) - u®. (x) || se obtiene
basicamente a partir de las estimaciones
(52), (b3), (64), (66).

En esta direccidn algunos resultados pre-
vios habfan sido obtenidos en [7], [8], [13],
(201, 23}, [24], [25], [28].

Se analiza aquf el método totalmente dis-
cretizado presentado en [18]-[19], que pue-
de ser implementado computacionalmente y
se resenian las estimaciones explicitas obte-
nidas para la velocidad de convergencia de
las scluciones totalmente discretizadas ha-
cia la funcién de costo dptimo, solucién del
problema original.

Los principales resultados analizados en
esta seccién son los siguientes:

e El Teorema II1.2 da una estimacién del
error de la solucién totalmente discreti-
zada en funcién de los parametros de
discretizacién h y k (pasos de discreti-
zacién en el tiempo y en el espacio respec-
tivamente).

¢ Estas estimaciones indican que para el
caso general, cuando la funcién de costo
6ptimo es lipchitziana, el orden de conver-
gencia obtenible es de tipo k'

e En el caso general con coeficiente de des-
cuento A pequefio (donde u es solamente
holderiana de orden v < 1), 1a velocidad de
convergencia obtenible es de orden k*2.

® Se determinan las relaciones dptimas que
se debe tener entre los pardmetros h y k,
para obtener el minimo error de discreti-
zacién. El valor 6ptimo de h es diferente

segun se trale el caso general o el caso re-
gular.

En el caso general la velocidad é6ptima de
convergencia es del orden k*?, (suponiendo
que se usa un paso de orden h < k),

En el caso regular, donde se suponen pro-
piedades de semicencavidad y la condicién
¥ > 1, la estimacion del error puede ser
mejorada, obteniéndose un error total del
orden K¢, con £ = (¥/(y+1) A (2/3). Esto ocu-
rre cuando es utilizado un paso de tiempo
h =k conn=(2/(y+ 1) v (2/3).

En II1.4 se presentan ejemplos que mues-
tran la optimalidad de dichas estimaciones.

II1.1 Presentacién del problema
totalmente discretizado

I11.1.1 Discretizacion del dominio Q

Haremos referencia a la diseretizacién en
las variables espaciales con el pardametro k,
quien medird también la fineza de la
discretizacidn.

Supondremos que 2 es un dominio abierto
de R¥ y (8*) una familia de triangulaciones
regulares de Q. Estas familias de conjuntos
aproximan a { en el siguiente sentido:

Q = U Sfes un poliedro de R tal que se

}

verifican las siguientes propiedades:

e max (didm 8% = k (68)
i
o 3h, >0talgue x + hg (x, a) e Q,
Vxe Q,VacA Vhch {69)

e O — Q, cuando k — 0, en el siguiente
sentido:

¥ compacto K  Q, 9 "E(K) K Q,

v k < K(K) (70)

o Sid, es el diametro del simplex S% enton-
ces: d x, » 0 tal que para cualquier
simplex de Q,, existe una esfera de radio

rzy. d (71)

;T

en el interior del simplex.
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e Existe M, independiente de la discretiza-
cidén, tal que:

k .
—=sMVi,
d.

(72)

Notacion: Denotamos con N la cardinalidad
del conjunto de vértices de Q,, siendo (x,, 1
= 1, ..., N) un apropiado ordenamiento del
conjunto de vértices de Q,.

I11.1.2 El espacio de funciones
aproximantes W_

Se considera el conjunto de funciones W,
afines en cada simplex y continuas en Q_
(elementos finitos lineales). Por lo tanto, los
elementos w ¢ W, estdn individualizados
por los valores w (x) que asumen en los
nodos x, de la trtangulacién, (i = 1, N).

111.1.3 Definicién del operador
discreto A%

Definimos A“k: W, - W,
(A’;W) (x) =

=min ((1 - Ah) w (x, + hg (x, a)) + hf (x, a))

ae A

vVi=1,.,N (73)

Nota: Si el conjunto A es un conjunto infi-
nito, se debe hacer también una discre-
tizacion del espacic de controles. Para sim-
plificar la exposicién, supondremos en ade-
lante que A es finito.

III.1.4 Introduccion del problema
totalmente discreto P,

El problema de tipo punto fijo no lineal,
que debe ser resuelto numéricamente, toma
1a forma:

Problema P_: Encontrar el punto fijo del
operador A" (74)

Como todo punto x € Q, es una combina-
cidn convexa de los vértices del simplex al

cual pertenece, en consecuencia, en funcién
de las componentes w (x), se tiene:

(A% w) (x) = mi}:

N
((1-ah) Z o (x, a) w (x) + hf (x, a)) (75)

i=

donde o, (x,, a) son los coeficientes de una
matriz A € R¥N, que verifica la siguiente
propiedad:

N
o(x,a)20Vi,j Xalx,a)=1Vi

j=1

N
x.+ hg (x,a) = 3 o (x, a) X, Vi :
i=1

I11.1.5 El problema totalmente
discreto para el caso con horizonte
finito

También al problema con horizonte fini-
to le asociamos una solucién totalmente dis-
creta. Definimos recursivamente para 1 <n
<p=T/hla funcién uf, , solucién aproxima-
da del problema con horizonte finito, en la
signiente forma:

h
k,n-1

u = Ak ;. (76)

B
uk_“mo

(77)

Nota: u*l“ . es basicamente una funcién auxi-

liar usada en la demostracion del Teorema

IIL.2.

1IL.2 Existencia y unicidad de la
solucion discreta-

El problema P, estd bien planteado en el
siguiente sentido:

Teorema II1.1: Existe una tinica solucion
u, del problema P,



La demostracién es inmediata teniendo en
cuenta que bajo la norma:

W]l = max | w(x) |,

A* es un operador contractive y por lo tan-
to tiene un Unico punto fijo. Si lo notamos
con u? , tenemos:

uh = Abub (78)

Nota: El problema P, estd relacionado con
las condiciones de optimalidad de un proble-
ma de control 6ptimo de una cadena de
Markov [20], [27]. Puede ser resuelto, enton-
ces, por los métodos basados en las
iteraciones de tipo Picard, de Howard y sus
variantes. En [1], [14], [15], {16], [27] pue-
den verse diferentes cuestiones referentes
a este aspecto computacional del problema.

I11.3 Convergencia de las soluciones
discretas

I11.3.1 Presentacion del resultado
central

El resultado central sobre estimaciones de
la velocidad de convergencia esta dado por
el siguiente teorema:

Teorema IIL2: Supongaemos que se cum-
plen (5)«(8) y las propiedades generales de la
triangulacion descriptas en (68)-(72). Enion-
ces, existe una constante M independiente de
h, k, tal que:

k
M (\!H e ),

st Lg <

Ju(x)-uf x| <

MINE k7 A
Vh +—} , = v
( "JIT) con 'y Ie

siLg>A

k i
M(ﬁ*”ﬁ)’ ye (0, 1)

silg=2X

(79)

También, si (54)-(b5) son vdlidas entonces
las estimaciones (79) pueden ser mejoradas,
mds aun se verifica que:

M(h k)
+ =
Vi

st 2Lg < A

k
M (h"+ ng-), conye (0,1)

st 2Lg =24

A
cony=s—

Lg
silg<Ai<2Lg

i
) ),conye (0, 1)
sthg <A <2Lg

kY A
M(hﬁ+ JF) ),can v= E
silg<h<2Lg

(80)

lu@®-u} &) | <

- 3)

k

M(h"z+ =

Nota: En [18] puede verse la demostracién
del orden de la convergencia para el caso Q
= R*. K] easo general puede ser tratadoe sin
cambics fundamentales usando técnicas de
perturbacion de dominio (ver [13]).

La demostracién del Teorema IIL.2, se
obtiene en base al principio de maximo dis-
creto (PMD) [4] verificado por los esquemas
de discretizacién utilizados y a las propie-
dades enunciadas en los siguientes parrafos.

I11.3.3 Propiedades de las funciones
auxiliares

El resultado central de la estimacion del
orden de convergencia se basa en la descom-
posicién del error:

| u(®-ut (x) |,
en cuatro sumandos:
| uG) -wh () | < | w0 -u, %) | +
*lu ) -ui(® [+ | uh@-ul @+

+ju} (0 -u x| 81

Los siguientes lemas brindan estimacio-
nes de cada uno de los término de (81).
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Lema IIL1: Bajo las hipdtesis (5)48), se tiene:

M
[ u () -u, (x) | sTfe"-‘" (82)

Lema TTL.2: Si (5)-(8) se salisfacen, entonces:

(83)

| u} ;&) - uf &) | g__fe.x'r

Lema IIL3: Bajo las hipdtesis (5)-(8), se tiene:

k
M —=

= siLg<A (84)

k
Iv:[e‘“g‘m'\—‘.l_1 siLg>)A (85

-

[w(x)-u ()] <

k
MT—

7y siLg=1 (86)

I11.3.4 Relaciones entre los
parametros de discretizacién h y k

Partiendo de las estimaciones (79) y (80),
puede tratarse el problema de determinar
cudl es la mejor relacién entre h y k con
vista a minimizar la cota del error y asimis-
mo verificar si esas cotas son realizadas (sa-
turadas), es decir comprobar la optimalidad
de esas acotaciones.

En los siguientes parrafos se analizan
estos problemas,

Cuestiones de optimizacién
paramétrica

Las estimaciones (79) y (80) dependen de
los pardmetros h y k. Dado que k mide la
fineza de la triangulacién Q_empleada, en
cierta forma estd relacionada con la canti-
dad total de informacidn de ser procesada o
también la memoria maxima disponible.

Puede entonces pensarse que este
pariametro esta fijo y buscar de determinar
el valor del parametro h (que representaria
una modalidad especial de resolver el pro-
blema) que da el menor error de discreti-
zacién. Este valor critico de h se determina
minimizando las expresiones (79) y (80).

Los resultados son entonces diferentes
segiin se trate el caso general o el caso con
semiconcavidad.

a) Caso general

Vale aqui la estimacién (79), por lo que el
valor de h minimizante es h = k. En conse-
cuencia, usando este valor de h, la acotacién
del error toma la forma:

M k2 silg<i

A
ju) - uix)| < Mk? con7=1; silg> A

MK? ye (0,1 silg=»

87
Observacion:

La estimacién (87) marca el limite de pre-
cisién para este tipo de aproximaciones, ya
que esta cota puede ser saturada como lo

muestran los contraejemplos presentados en
IT1.4.1 - TIT.4.3.

b) Caso regular

En este caso vale la estimacion (80), por
Ic que el valor minimizante de h resulta di-
ferente segin sea la relacién entre A y Lg.

e Caso A > 2Lg
Aqui resulta

I =G k2 (88)
y la estimacién (80) deviens:
| u(x)-ub () | S MEk* (89)
eCaso Lg < < 2I.:g
Aqui el valor minimizante de h es:
h=CEkwv:n (90)
y en este caso se obtiene la estimacidn:
f u(x)-uf(x) | <Mkvo-v (91)
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eCaso Lg > A

El valor critico de h resulta:
h=Ck (92)

v en este caso la estimacién (80) toma la

forma:

lux) -} x| =MEk”? {93)

Escribiendo en forma resumida:

Mk”  si2Lg<Ah

t
|
|u(x)_u';(x)1fg MIM+D g Lg<h<2Lg (94)

Mk”  silg>A

Observacidén:

De las expresiones (88), (20), (92) y (94),
puede observarse una variacién continua,
tanto de la estimacién del error como del
valor minimizante del pardmetro h.

III.4 Optimalidad de las estimaciones
k2, k28, kv

Comentario general

Para mostrar que las estimaciones (87) y
(94), son 6ptimas, es decir que existen pro-
blemas donde esas desigualdades son satu-
radas (se verifica la igualdad) se construyen
ejemplos donde, o bien existe solucién expli-
cita, o bien el error puede ser también esti-
mado inferiormente a través de cdleulos mas
0 menos simples.

II1.4.1 Optimalidad de la estimacion k'

El ejemplo bajo analisis est4 definide de
la siguiente forma:

Bl dominio  es un anillo circular de ra-
dios r,, r,. Si el punto genérico x se escribe
en coordenadas polares (8, r), la evolucion de
estas variables es;

6=o0, r=p (r, a)

ae A, siendo A =(a,, a,) el conjunto de con-
troles.

Por lo tanto, el sistema sigue un movi-
miento radial. Para g escrita en coordena-
das polares, se tiene:

g (0,r,a) =0, p (@ a)

Conr >0,r, = 2r, r, = 2r,, se define:

p(r,a)=0 V-n<s8=m, r,ST=sT,

f@r,a)=2(j8] + D (jr-r,| + 1)

V-rs8=sm r, Sr<r,

[k V-t<0<m,

| o B
p(r,ag):| . :

‘-——~r+2 V-n<6<ax,

| 2r,

LS ELE
A]0] + 1
V-n<8<n, 1 <rgr,

f®,ra)=

A0l +DGBr-r)+ 1

Figura 1
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V-n£0<m, r,fr<r

2 3

Para calcular la solucién discretizada se
considera una triangulacién de Q del tipo
mostrado en la Figura 1. Se comprueba en
base a la forma de estos datos, usando la
triangulacion mdicada y estimaciones fun-
dadas en la formula de Stirling que:

max |u? (x)-u(x) | 2C, vk
xe

(95)

¥y en consecuencia, queda evidenciado que
la estimacién (87) es dptima para este tipo
de aproximaciones.

111.4.2 Optimalidad de la estimacion k*?

Se considera.el mismo problema que el
descripto en 111.4.1, pero con la salvedad que
aqui, cada nedo de la red x, estd relacionado
con el punto x, + hg(x, a), con un nueve paso
h de orden k*®, es decir, estrictamente:

h=(r,-r)/p"), k=2rsen (nfp + 1)),
(96)

siendo p entero tal que p'® es entero.

Siguiendo el mismo procedimiento que el
empleade para obtener la estimacién (95), se
arriba en este caso a:

max | uf (x) - ux) | > C, k*® (97)

xe R

Por lo que este gjemplo muestra no sélo
que el método general de aproximacién pue-
de ser mejorado en el caso regular (pasan-
do de errores de tipo k'% a k*®) sino que esta
mejora es la maxima que puede ser logra-
da.

II1.4.3 Optimalidad de la estimacién k2

Se considera también aqui un sistema
dinamico con evolucienes en un anillo cir-
cular de radios r, r,. Es decir, si (8, r} son
las coordenadas de un punto genérico x, se
tiene que

-n<l<w

La evolucién del sistema estd descripta
por las siguientes ecuaciones:

é=21't
T =p (r, a)

g (9, r, a) = (27[, p (r, a))’

pr,a)=0 V-n<0<n, 1<r<3
fB,r,a)=AV-m<0<n, 1<£r<3,
r-2 V-n<B<sn, 12<r<28
plr,a)= | 4(1-1r) V-n<0<n, 1<r=<12
4@B3-r) V-nsOsn, 28<r=<3
¢ V-n<@<m,
15<r<25
1,5-1
f,ra)=|—-— A -®50=sm,
©.r8)=1"03 .
1<r<15
r-25
V-rn<B<n,
0,3
25srg

Para este problema, puede comprobarse
que Lg = 1 y si se toma A < 1, se tiene que
y=MLg < 1).

Si se considera la triangulacién de Q
descripta en [18], es posible probar que para
esa triangulacién vale la siguiente desigual-
dad:

max | v (%) - u(x) | > C k" (98)

xe i)

Lo que prueba que la estimacion del tipo
k¥ es optima.
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