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Me siento extraordinariamente honrado
y feliz de ser incorporado como miembro co-
rrespondiente de esta importante Academia.
Mi alegria es mayor, ya que se trata de la
Academia oficial de Ciencias de [a Republi-
ca hermana-de la Argentina, donde tengo
numerosos amigos. Agradezco mucho esta
designacién.

La tesis fundamental que presentaré en
esta conferencia es una de las tesis de mi
Libro “Truth, Posibility and Probability”, [4}:
la inferencia estadistica es una forma de
inferencia. Esta tesis parece tautclégica,
pero sin embargo, es rechazada por muchos
autores. La razdn de esto, es que al decir que
la inferencia estadistica es una forma de
inferencia, yo y los otros autores que estan
de acuerdo con la tegis afirmamos que la
inferencia estadistica es similar a la inferen-
cia i6gica. La inferencia légica se basa en
reglas que permiten pasar de proposiciones
verdaderas a otras proposiciones también
verdaderas. Asi, si aceptamos ciertas propo-
siciones como verdaderas y alguna proposi-
cién @ es consecuencia logica de ellas, enton-
ces debemos también aceptar ¢ comeo verda-
dera. La inferencia estadititca, a mi juicio,
tiene el mismo cardcter: también incluye
técnicas (en este caso probabilistas) para,
partiendo de ciertas proposiciones aceptadas
como verdaderas, determinar la aceptacidn
de otras proposiciones. Sin embargo, en el
caso de la estadistica, la aceptacion de la

La investigacidn para este articulo ha sido finan-
ciada parcialmente por el proyecto DIUC 89041,

Conferencia pronunciada durante su in¢orporacidn
comn Académico Correspondiente en Santiago, Chile,
el dia 23 de julic de 1991.
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conclusion es s6lo provisoria. Esta concep-
cién de la inferencia estadistica, la distingue
claramente de la teoria de decisién, que con-
tiene técnicas probabilistas para decidir so-
bre el curso de nuestras acciones.

1. Inferencia estadistica y teoria de
las decisiones

Aunque la mayor parte de esta conferen-
cia estara dedicada a la inferencia estadis-
tica, debo compararla.con la teoria de deci-
sidn, ya que hay muchos autores que pien-
san que la inferencia estadistica es parte de
la teoria de la decisién. Esta altima teoria
nace al considerar la probabilidad como una
“guia de la vida”. L.a necesidad de una teo-
ria de decisiones se hasa en nuestra
incerteza acerca de cémo debemos compor-
tarnos en circunstancias en gite somos igno-
rantes del estade del mundo. Como dice
Kyburg en {12, p. 26]:

tratamos de desarrollar reglas de conduc-
ta que podamos seguir, cualquiera que
sea el estado del mundo, con la esperan-
za que estamos siguiendo reglas cuyas ca-
racteristicas sean, en general, (1) desea-
bles, ¥ {2} alcanzables.

La regla més deseable es la que nos dice
cémo descubrir el verdadero estado del mun-
do; la més alcanzable y simple es olvidarnes
de la aritmética y actuar como nos parece.
Un compromiso entre estos dos extremos, es
agignar grados de creencia a los distintos
estados del mundo, basados en lo que sabe-
mos de sus probabilidades y grados de
“deseabilidad” a les posibles resultados ¥y
combinar estos grados de una manera ade-
cuada.



La inferencia estadfistica se usa, por su
parte, principalmente en la evaluacién de
hipdtesis cientificas. Como en estos casos
tenemos que decidir si aceptar o rechazar
una hipdtesis cientifica, la inferencia esta-
distica es considerada por algunos como par-
te de la teoria de las decisiones. Sin embar-
go, creo con Fisher, [7, p. 5], que:

... tales procesos (Fisher se refiere aquf a

decisiones) tienen una base ldgica muy di-

ferente de los de un cientifico tratando de

ganar de sus observaciones una compren-
sion mejor de la realidad.

Creon que Fisher hubiera estado de acuer-
do con mi opinién que la inferencia estadis-
tica, como se usa en la evaluacion y estima-
cién de hipétesis, tiene el mismo objetivo
general de la inferencia légica. Da reglas de
racionalidad para que partiendo de algunas
proposiciones qﬁe son aceptadas como ver-
daderas, se llegue a proposiciones que deben
aceptarse como verdaderas. Un caso tipico
de la aplicacién de la inferencia estadistica
es en la aceptacidn de l1a hip6tesis que el fu-
mar es un factor causal para el cancer al
pulmén. Se acepta, en la actualidad, que el
cigarrillo hace dano a la salud y no sclamen-
te que esta proposicion es altamente proba-
ble. Asf, hemos llegado a la aceptacién de
una proposicién como verdadera basada en
datos estadisticos y usando inferencia esta-
distica.

La teoria de decisién’, por su parte, estu-
dia reglas de racionalidad para guiar nues-
tras acciones frente a la incerteza. Hay, por
lo menos, dos diferencias fundamentales
entre la evaluacién de hipétesis y la teoria
de decisiones. En primer lugar, al evaluar
hipétesis uno no debe considerar las “desea-
bilidades” (o “bondad”) de las consecuencias
de aceptar o rechazar las hipétesis, mientras
que al decidir sobre una accién, las
“deseabilidades” de las consecuencias de la
accién son de importancia primaria, Esto es,
al decidir sobhre una accién, debemos tomar
en consideracidn las ventajas v desventajas
de las consecuencias de nuestra accién, lo
que se llama, las utilidades de las conse-

1 Hacking tiene una excelente discusién de las di-
ferencias entre aceptar o rechazar hipotesis v la teo-
ria de las decisiones en [9, pags. 27-32].

cuencias. Por otra parte, errariamos al con-
siderar utilidades cuando decidimos si acep-
tar o no una hipétesis.

En segundo lugar, las decisiones sobre las
acciones pueden basarse en las probabilida-
des de los estados posibles del mundo (esto
es, las ‘hipétesis’ sobre las cuales se basa la
accidén), mientras que aceptar o rechazar hi-
potesis no puede basarse en las probabilida-
des de las hip6tesis mismas. Tengo dos ra-
zones principales para esta posicién: La pri-
mera razén se basa en el hecho de que hay
una diferencia importante entre aceptar una
proposicitén y asignarle una probabilidad al-
ta (o, incluso, muy alta): si uno acepta un
conjunto de proposiciones, uno se comprome-
te a aceptar todas sus consecuencias l6gicas,
Por ejemplo, si yo acepto p,, p,, ..., p,, en-
tonces también deberia aceptar su conjun-
cién. Por otra parte, se puede asignar a cada
una de p, ..., p_ probabilidad alta ¥ su con-
Jjuncién puede tener probabilidad baja. Por
ejemplo, si uno juzga que p, ..., p, son inde-
pendientes, la probabilidad de la conjuncién
es el producte de las probabilidades, y, por
tanto, con n suficientemente grande, la pro-
babilidad de la conjuncién podria ser
muy baja.

Cuando aceptamos una proposicién, ac-
tuamos como si fuera verdadera, y, por tan-
to, la usamos como premisa en aplicaciones
de todas las reglas normales de la légica
para obtener consecuencias, las que también
deben ser aceptadas. Cuando tomamos de-
cigiones, por otra parte, no necesitamos usar
las hipétesis en inferencias ldgicas. Si hemos
aceptado una proposicién, podemos usarla,
ocbviamente, para nuestras decisiones, pero
no es necesario aceptar una hipétesis para
usaria para decidir sobre una accién. Es
suficiente para tomar decisiones asignar
probabilidades.

El otro argumento fuerte a favor de la im-
posibilidad de aceptar o rechazar hipottesis
a base de sus probabilidades es la llamada
paradoja de Kyburg:

La paradoja de la loteria de Kyburg.
Creo que la paradoja de la loteria de Ky-
burg, [11], muestra que es imposible dar una
regla de aceptacidn (o rechazo) de hipétesis,
basada sélo en sus probabilidades altas (o
bajas).
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Las siguientes condiciones de Hempel,
[10], que el cuerpo K de proposiciones acep-
tadas debe satisfacer me parecen obvias:

(1) Cualquier consecuencia légica de un
conjunte de aserciones aceptadas, también
debe ser aceptada; o, lo que es lo mismo, K
contiene todas las consecuencias 16gicas de
cualquiera de sus subclases.

(2) La clase K de proposiciones aceptadas
es ldgicamente consistente.

La paradoja de la loteria de Kyburg mues-
tra que cualquier regla de aceptacién de
proposiciones basada en sus probabilidades
altas viola las condiciones de Hempel. Su-
pongamos que decidimos aceptar A con evi-
dencia e cuando la probabilidad de A dada e
es mayor que 0,999, y, por tanto, rechazar
h cuando esta probabilidad es menor que
0,001. Considérese una loteria con mas de
1.000 nimeros. Supéngase que un numero
se escoge al azar. Entonces debemos acep-
tar, de acuerdo a nuestra regla, las proposi-
ciones:

{a) “n no sera elegido”, para todo n.

También, el dispositivo de la loteria nos
fuerza a aceptar:

(b) “un ntmero serd elegido”.

(a) y (b) son contradictorias, y, por tanto,
nos hemos visto forzados a aceptar dos aser-
ciones contradictorias, lo que no es posible
por la clasula (2) de Hempel.

Muchos autores sobre estadistica, proba-
bilidad, o légica inductiva, evitan este pro-
blema diciendo que nunca debemos aceptar
hipdtesis, ni siquiera provisoriamente. Por
gjemplo, de acuerds a Carnap, una hipéte-
sis cientifica h se hace probable hasta un
cierto grado por la evidencia e. Deberiamos
tener un grado de creencia en & correspon-
diente a su probabilidad, pero nunca debe-
mos aceptar X, ni siquiera provisariamente.

Un subjetivista puede hablar acerca de la
aceptacién de hipétesis, pero sélo en los ca-
sos extremos. Para ellos, aceptar una hipd-
tesis h seria asignarle una probabilidad sub-
jetiva de uno. Pero la tinica manera de asig-
nar una probabilidad condicional de uno a
h bajo la evidencia e es asignar una proba-
bilidad a priori de uno a A.

Muchos estadisticos no-bayesianos tam-
bién tienen una tendencia conductista. For-

mulan el problema de la inferencia estadis-
tica como un problema de eleccién entre cur-
sos de accién alternativos. Neyman, por
ejemplo, habla sélo de comportamiento
inductive, no de inferencia inductiva.

La ohjeci6én principal a este punfo de vis-
ta conductista sobre la ciencia, es que no
parece estar de acuerdo ni con la practica,
ni con el punto de vista tedrico de los cien-
tificos: los cientificos simplemente aceptan
{v rechazan) hipétesis, cuando la evidencia
a su favor (o en contra) es muy grande. Pa-
rece dificil, dada la importancia enorme que
las teorias cientificas han adquirido en los
tiempos modernos, admitir que las leyes
cientificas sirven sélo como resumenes de
una gran cantidad de dates, y que su 1inico
fin es para simplificar nuestros calculos o
guiar nuestras acciones, Asi, crec que la
inferencia estadistica es inferencia, esto es,
que contiene reglas para pasar de proposi-
ciones aceptadas como verdaderas a otras
proposiciones que se deben aceptar (pro-
visoriamente, al menos) como verdaderas.

9. Probabilidad

Es claro que aunque no podemos aceptar
o rechazar hipétesis por sus probabilidades,
la inferencia estadistica se basa en las pro-
babilidades de ciertas proposiciones. Discu-
tiremos brevemente la interpretacién de pro-
babilidad que sirve de soporte a nuestra con-
cepcién de inferencia estadistica. Esta inter-
pretacién se basa en tres elementos:

(1) La probabilidad se basg en una nocién
objetiva. Aunque crec que hay espacio para
una nocién subjetiva de probabilidad, espe-
cialmente en la teoria de la decisién, pienso
que la nocién bdsica es la de azar o proba-
bilidad factica. La probabilidad factica esta
determinada por las posibilidades reales, las
que acepto como propiedades fisicas de los
objetos y las condiciones experimentales. El
conjunto de posibilidades para una situacién
dada est4 representado, desde el punto de
vista matemadtico, por un modelo K, que es .
un conjunto con cierta estructura,

(2) La probabilidad es le medida de la
posibilidad de verdad. Ademis de la nocién
objetiva de azar ya explicada, considero dos
nocicnes de tipo espistémico: grado de apo-
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yo y grado de creencia. La probabilidad de
una proposicién ¢ es considerada fundamen-
talmente como el grado de apoyo a o, dado
que aceptamos un modelo K para el fendme-
no involucrado, y s6lo secundariamente,
como el grado de creencia. El grado de apo-
yo a una proposicion ¢ dado que K es un
modelo adecuado de la situacién es la medi-
da del conjunto de posibilidades (esto es,
miembros de K) donde la proposicién es ver-
dadera.

(3) La definicion clasica de probabilidad
es esencialmente correcta. La medida de los
diferentes conjuntos de posibilidades (esto
es, subconjuntos de K) se basa en una no-
cién de equiprobabilidad, tal como la defini-
cién cldsica de de Moivre vy Laplace. Creo
que todas las dificultades que presenta la
definicidn cldsica son resueltas por mi inter-
pretacién. -

El azar es una propiedad de dispositivos
aleatorios. La unica caracteristica esencial
para gue un dispositivo esté sometido al
azar es que debe tener un resultado Gnico
que es un elemento de un conjunto fijo de
resultados realmente posibles. En esencia,
un dispositive aleatorio consiste de un con-
junto de objetes mds un conjunto de condi-
ciones bajo las cuales estos ohjetos tienen
ciertas posibilidades reales (una discusién
de posibilidad en general y de la nocién de
posibilidad real en particular, aparece en [3]
y en [4, Capitulo IT}).

En el sentido técnico de mi teoria, un re-
sultado de un dispesitivo aleatorio incluye
ademas del resultado particular mismo, una
descripeién del dispositivo. Asi, un resulta-
do codifica el mecanismo del dispositivo. Un
dispositive aleatorio puede, entonces, ser 1-
dentificado con su conjunto de resultados
posibles.

Los sucesos son conjuntos de resultados.
Un suceso ocurre, si uno de los resultados
que son sus elementos ocurre. Es natural
pensar que un suceso tiene mas probabili-
dad de ocurrir, si contiene ‘mas’ resultados.
La probabilidad (factica) de un suceso es,
entonces, la medida del conjunto de resul-
tados posibles que conforman el suceso.
Cada resultado posible perteneciente a un
suceso representa una posibilidad real indi-
visible para que el suceso ccurra. Cada po-

sibilidad real tiene, por asi decirlo, una cier-
ta propensién a ocurrir y suponemos que las
posibilidades iltimas representadas por los
resultados tienen 1a misma fuerza. En otras
palabras, cada resultado tiene la mismsa ten-
dencia a ocurrir. Asi, creo que mi analisis
coincide con las ideas de Leibniz® expresa-
das en la siguiente aftrmacion:

La probabilidad es el grado de la posibi-

lidad.

Una caracteristica de mi punto de vista
¢s gue la probabilidad se aplica a sucesos
singulares, no necesariamente como parte
de una sucesidn de experimentos similares.
Es posible mirar a esta definicién de proba-
bilidad factica como una explicacién de pro-
pensiones singulares. La propensitn se pien-
sa habitnalmente como una forma de poder,
fuerza o tendencia. Cada posibilidad de que
un sucesoe ocurra representa poder adicional
para su obtencién. Asi, si hay mas posibili-
dades, hay mds poder; y posibilidades igua-
les determinan igual poder. Como J. Ber-
noulli dice en [1, p. 219], refiriéndose a su-
cesos equiprobables:

Todos los casos son ignalmente posibles,

esto es, cada uno puede ocurrir tan facil-

mente como cualgquier otro.

Por la incorporacién del mecanismo del
dispositivo en cada resultado, el conjunto de
los resultados posibles es todoe o que nece-
sitamos saher acerca de un dispositivo
aleatorio para decidir cudl es el espacio de
probabilidad adecuado para él. Asi, el con-
junto de los resultados posibles para un dis-
positivo particular determina, en mi teoria,
la familia de sucesos y 1a medida de proba-
bilidad que son adecuados para el dispositi-
vo.

El primer paso para la determinacion de
las probabilidades es un analisis detallado
de lo que es un resultado, y 1a delimitacién
de las propiedades y relaciones que son re-

levantes para el dispositivo. Los resultados

pueden tener muchas propiedades diferen-
tes. Mirando al ejemplo de tirar un dado,
estamos normalmente interesados en el ni-
mero que aparece en la cara superior, pero
no en la distancia hacia cierta pared o en su
color. Al formalizar el conjunto de resulta-

2 Citado en {9].
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dos posibles, incluimos sélo las propiedades
relevantes. Algunas propiedades, sin embar-
go, pueden resultar ser relevantes en mi
teoria, aunque en las formulaciones pro-
babilistas usuales no se consideran explici-
tamente. Por ejemplo, al tirar vn dado car-
gado, la distribucién de pesos en el dado es
relevante. Es posible incluir las propiedades
relevantes representando un resultado por
un modelo conjuntista, en el sentido de la
teoria légica de modelos.

Otro elemento que debe ser incluido en la
descripeién el dispositivo, y, por tanto, en Ia
estructura que representa los resultados, son
las relaciones de dependencia e independen-
cia estocastica entre los diferentes componen-
tes de los resultados, cuando estos resultados
estén formados de otros mds simples.
Supéngase, por ejemplo, que el dispositivo
consiste en la eleceidn de vna urna al azar,
y, después, en la eleccion de una bola de esta
urna. La eleccion de la urna determina el
campo de posibilidades para la eleccidén de las
bolas. Asi vemos que dependencia es depen-
dencia del campo de posibilidades. Por otra
parte, cuando tiramos una moneda dos veces,
el campo de posibilidiades de la segunda ti-
rada no depende del resultado de 1a primera
tirada; en este caso tenemos independencia.
Estas nociones de dependencia e independen-
cia estan representadas en mis modelos por
6rdenes parciales.

La descripeién de un digpositivo aleatorio
esta dado por un conjunto de sistemas, cada
uno representando un resultado posible. La
medida de probabilidad se define como la
medida (si existe vy es unica) que satisface
las siguientes dos condiciones. En primer
lugar, debe ser invariante bajo las transfor-
maciones que preservan el dispositivo, Es-
tas transformaciones son las permutaciones
de los objetos involucrados en el dispositivo
que transforman un resultado posible en
otro resultado posible. La invarianza bajo
estas transformaciones es una versién pre-
cisa de un principio objetivo de simetria.
Este principio es ohjetivo, porque el grupe
de transformaciones que determina las sime-
trias se obtiene del conjunto de resultados
posibles, el que, a su vez, depende s6lo del
dispesitivo aleatorio, el que es objetivo.

En segundo lugar, la medida debe preser-
var las relaciones de dependencia e indepen-
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dencia incluidas en los resultados. Esta pre-
servacién de la dependencia es, de hecho,
otro principio de invarianza: Dos dispaositi-
vos aleatorios que tienen la misma forma
deben asignar las mismas probabilidades a’
sucesos correspondientes. Dos modelos de
dispositivos aleatorios K, y K, se llaman
homomorfos, esto es, tienen la misma “for-
ma”, si hay una funcidn (el homomorfismo)
que transforma K, en K, preservando la es-
tructura de dependencia e invarianza inter-
na de los dispositives. Si un suceso A de K,
contiene todos los resultados cuyas image-
nes por el homomorfismo conforman un su-
ceso B de K, {esto es, A es la imagen inver-
sa por el homomorfismo de B), entonces la
probabilidad de B en K, debe ser la misma
que la probabilidad de A en K.

La familia de sucesos también esta deter-
minada por el conjunto de los sistemas que
representan los resultados posibles del dis-
positive. Los sucesos son aguellos conjuntos
de resultadoes posibles cuya medida esta de-
terminada por el grupo de simetrias y la
relacién de homomorfismo.

Como muestro en mi libro [4], todos los dis-
positivos aleatorios para los cuales se ha defini-
do una medida de probabilidad en el pasado
pueden ser modelados por mis métodos.

Otro aspecto de la probabilidad es el gra-
do de apoye que tiene una proposicion ¢ re-
lative a un cierto modelo, dado por un con-
junto de resultados posibles K. Esta proba-~
bilidad la notaré Pr,_(¢). Este grado de apo-
yo, Pr_(¢), se entiende como el grado de po-
sitbilidad de verdad (o, mas informalmente,
de verdad parcial) de ¢ en K. Pr, () se de-
fine como la medida de probabilidad (inva-
riante y preservada bajo homomorfismos)
del conjuntoe de resultados en K que hacen
a ¢ verdadera; esto es, el grado de apoyo a
¢, dado K, es lo mismo que la medida de la
probabilidad fictica del suceso que consiste
de los resultados en K donde ¢ es verdade-
ra. Si ¢ es verdadera siempre gque ocurre un
resultado en K, decimos que ¢ es verdadera
en K; en este caso, el conjunto de los resul-
tados que hacen a g verdadera es K mismo,
v, luego, Pr. (@) = 1. Cuando ¢ es falsa siem-
pre que un resultado en K ocurre, decimos
que ¢ es falsa en K; en este caso, el conjun-
to de resultados que hacen a ¢ verdadera eg
vacio, ¥y, luego, Pr, (@) = 0. Para los casos in-



termedios, Pr, (9) es un niimero real entre 0
y 1. De esta manera, el grado de apoyo a o,
dado K, se puede entender como el grado de
“posibilidad de verdad” (o “verdad parcial”)
de ¢ en K. Luego, una proposicién ¢ es “més
posible que sea verdadera” en K que otra
proposicién y, si el conjunto de las posibili-
dades donde ¢ es verdadera es mayor (en el
sentido de la medida) que el conjunto de las
posibilidades donde y es verdadera.

‘Mi teoria también da sentido al siguien-
te principio, que llamo, el Principio de In-
ferencia Directa:

Principio de Inferencia Directa. Sec
A un suceso. Entonces el grado de apoyo
para la proposicién que A ocurra, dado que
la probabilidad fdactica de A es r, es también
r. Luego, el grado de creencia de una perso-
ne que cree que lo probabilidad de A es r, si
es racional, debe ser también r.

Este principio puede ser justificado facil-
mente en mi teoria. El grado de posibilidad
de verdad ¢ en K es lo mismo que la proba-
bilidad factica del suceso A que consiste de
los resultados en K donde ¢ es verdadera.
Ya que en este caso podemos tomar ¢ como
la proposicién que A ocurre, tenemos que el
grado de apoyo para la proposicién que A
ocurra (esto es, de ¢) dado que la probabili-
dad de A es r (esta probabilidad se obtiene
de K), es r. Uno también puede justificar la
segunda parte del principio: si uno es racio-
nal, uno debe creer en @ en la misma medi-
da que uno tiene apoyo para que ¢ sea ver-
dadera.

3. La inferencia estadistica como

logica

La teoria de la probabilidad, desde mi punto
de vista, estudia la teoria de los modelos
probabilistas K mencionados en la seccién an-
terior. En cambio, la inferencia estadistica es-
tudia la relacién entre estos modelos
probabilistas v proposiciones. Esta es la tesis que
desarrollaremos en el resto de esta charla,

Modelos se usan tanto en légica como en
lag ciencias naturales y sociales®. En las

® Mi visién en esta seccién estd influenciada por
[17]. Véase también [5].
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ciencias naturales o sociales, se supone gue
un modelo es una representacion matemati-
ca del fenémeno que se estd investigando.
Como la matemadtica puede ser formalizada
en la teorfa de conjuntos, esta representacién
matematica puede ser considerada como un
sistema dentro de esta teoria. Por otra par-
te, en légica matematica, un modelo de una
oracion de un lenguaje formal también es un
sistema conjuntista, en el cual se interpreta
el lenguaje de la oracién, y donde la oracién
es verdadera o falsa de acuerdo a la interpre-
tacién, En estos sistemas, que representan
mundos posibles completos, 1a verdad o fal-
sedad de todas las oraciones del lenguaje esta
determinada. Creo que los modelos de ambas
aplicaciones pueden representarse por el mis-
mo tipo de sistemas conjuntistas.

No discutiré aqui la forma precisa de los mo-
delos usados tanto en ciencias como en ldgica,
sino que supondré que tienen ciertas propieda-
des minimas que son necesarias para discutir la
inferencia estadistica. Una explicacion mas com-
pleta aparece en [4, Capitulo III, 5].

Los modelos en ciencias naturales y sociales
son estructuras matemdticas que refiejan cier-
tos aspectos de la situacion real. En nuestro caso
probabilista, son del tipo K discutido anterior-
mente, donde K es el conjunto de resultados
realmente posibles. Se supone definida una me-
dida de probabilidad sobre subconjuntos de K,
la que estd determinada por la situacién fisica
de la manera explicada someramente en la sec-
cién anterior. Esta es la probabilidad fdctica o
real.

Hay otra manera de mirar nuestra relacién
con la naturaleza. Usamos un lenguaje para
describir la realidad. En este lenguaje, mencio-
namos objetos y hablamos acerca de relaciones
entre ellos. Cuando nuestras aserciones corres-
ponden con la realidad, decimos que son verda-
deras. Las palabras en un lenguaje natural como
el castellano pueden referirse a objetos del mun-
do. También comprendemos lo que significa que
una proposicién expresada en castellano sea
verdadera o falsa: hablando informalmente,
una proposicién es verdadera cuando ‘corres-
ponde’ a la realidad. O, como lo dice mejor
Aristoteles®:

* Arigtételes, Metafisica, Libro ' 1011b26. Para una
discusion completa de la definicién de verdad, véase
[19]..



Decir de lo que es que no es, o de lo que

no es que es, es falso, mientras que decir

de lo que es que es, y de lo gque no es que
no es, es verdadero.

Esta concepeién de verdad como corres-
pondencia con la realidad, ha sido represen-
tada matemadaticamente por Tarski, [18].
Para esto, se necesita matematizar el len-
guaje. Asi, un lenguaje natural se aproxima
por ciertas estructuras matematicas llama-
das lenguajes formales. Estos lenguajes for-
males son aproximaciones a los lenguajes
naturales.

Tal como la interpretacién de los lengua-
jes naturales es en la realidad, la de los len-
guajes formales es en la representacion
matematica de la realidad. Una definicién
matematica de la verdad es, entonces, posi-
ble. Tarski definié una relacién entre una
oracién @ y una estructura matematica m: la
relacién de ¢ ser verdadera en w (o, de
acuerdo a la interpretacién o). Esta relacién
habitualmente se expresa simbélicamente
por w | ¢, y también se lee w es un modelo
de ¢

Al estudiar légica pura, qué estructura
corresponde a la realidad no es relevante:
para la légica, todo lo que importa es la re-
lacién abstracta de verdad entre una oracidn
de un lenguaje formal y un mundo posible
representado matematicamente.

Las variables aleatorias como parie
de un lenguaje. Los probabilistas y esta-
disticos han usado tradicionalmente, para
describir matematicamente propiedades de
una situacién, o que se llaman variables o
cantidades aleatorias. Como se usan en teo-
ria de probabilidad, las variables aleatorias
son funciones de un espacio muestral a los
nimeros reales. Como nuestro espacio
muestral consiste de un conjunto K de resul-
tados posibles, nuestras variables aleatorias
gon funciones, X, de K en los ntimeros rea-
les.

Los estadisticos, por su parte, usan varia-
bles aleatorias, como los l6gicos usan un len-
guaje artificial. Cuando realizan un test es-

5 Para una explicacion elemental de esta definicién
véase [14]. Una exposicién menos elemental aparece
en [6l. Una exposicién informal excelente aparece en
(18]

tadistico, por ejemplo, una variable
aleatoria X puede tener distribuciones de
probabilidad diferentes. De hecho, esto sig-
nifica que puede tener interpretaciones di-
ferentes. Supongamos que estamos midien-
do una cantidad X y que sabemos que esta
normalmente distribuida, pero que no cono-
cemos la media o la varianza. Asi, para cada
media p y desviacién standard o, X puede
ser normalmente distribuida con estos
parametros. De hecho, estas diferentes dis-
tribuciones son interpretaciones posibles de
X. La variable X adquiere, asi, las caracte-
risticas de los simbolos de un lenguaje.

Podemos expresar propiedades de los re-
sultados por medio de variables aleatorias.
Por ejemplo, si queremos expresar que el
resultado de la tirada de un dado es 6, po-
demos hacerlo por la oracidén [X = 6]. Otros
tipos de oraciones posibles son (X < rl y [X
> r], donde r es un niimero real. Es claro lo
que significa que una oracién de una de es-
tas formas sea verdadera en un elemento
o e K. A saber

X <r] es verdadera en o si ysolosi X {w) < r.

Simbolizamos ¢ es verdadera w con X
como variable aleatoria por

(o, X) Eg.

Podemos tener més de una variable
aleatoria en nuestro lenguaje. Por ejemplo,
podriamos tener X, X, ..., X . Es fécil de ver
como construir un lenguaje con estos simbo-
los: incluimos, ademads, funciones continuas
de estas variables. M4as precisamente, si g
es una funcién continua de n variables rea-
les, entonces tenemos la oracién [g (Xu s
X)) < r] en nuestro lenguaje. Por ejemplo,
g (X, ..., X ) podria ser

1 n
¢ X, . X)= = X X,
Asi, tenemos
{0, X, ... X))k g X, .., X)<rl]

si y sélo si g (X (w), ..., X (w)) < r.

l.a relacién entre oraciones, madelos, y
realidad, en el caso de modelos determi-
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nistas que asignan verdad o falsedad a las
oraciones, puede resumirse como sigue: Una
oracién se interpreta en un modelo, y pue-
de ser verdadera o falsa en ¢l modelo. El
modelo, a su vez, se interpreta en la reali-
dad, y puede ser fiel 6 no a la realidad. Pero
las oraciones también se interpretan en la
realidad, y pueden ser verdaderas o falsas
en ella. La conexién entre el modelo y la
realidad puede analizarse a través de esta
interpretacién doble de las oraciones: si una
oracién verdadera en ¢l modelo es falsa en
la realidad, entoneces el modele es rechaza-
do como modelo de la realidad.

Los modelos probabilistas discutidos an-
teriormente también juegan este doble pa-
pel: son posibles modelos de la realidad,
cuando la realidad es un dispositivo ale-
atorio. Por otra parte, como veremos a con-
tinuacién, las estructuras probabilistas sir-
ven como interpretaciones de un lenguaje,
el que serad, en nuestro caso, un lenguaje de
variables aleatorias. Estas interpretaciones
no determinan la verdad o falsedad de las
oraciones, sino sélo sus probabilidades. Este
uso de variables aleatorias es similar a su
uso en inferencia estadistica. En estadisti-
ca, las variables aleatorias se interpretan en
espacios muestrales. Habitualmente hay en
consideracién varios espacios muestrales,
esto es, distribuciones de la variable aleato-
ria.

Modelos probabilistas y lenguajes.
Hemos visto informalmente como se puede
obtener un espacio de probabilidad (K, %,
Pry), donde K es un conjunto de resultados,
7y s un algebra de subconjuntos de K, y Pr,
es una medida de probabilidad sobre 7.

Como vimos anteriormente, estas estrue-
turas probabilistas se consideran como po-
sibles modelos, en el sentido de las ciencias
naturales o sociales, de dispositivos aleato-
rios. Podemos realizar muchas mediciones
diversas sobre K. Una medicién X para K
puede ser simplemente una variable aleato-
ria sobre K. Cuando K es un modelo de un
dispositive compuesto, esto es, incluye un
orden causal 7', entonces una medicién Y
para K puede ser una funcion de "7 x K en
los reales, para algiin ntimero natural n.
Esto es, para cada £, ...,z € Ty w e K,
Y, .. ¢, ® es un nimero real. Por sim-

plicidad, tomamos aqui » = 1. Asi, ¥{£,w) da
la medicién del resultado compuesto ® en el
momento causal £. En vez de escribir ¥{¢,w)
escribiremos, como es habitual, Y (w). Asi, ¥
es un proceso estocdstico sobre 7', con lo que
Y, es una variable aleatoria e Y(., @) es una
trayectoria del proceso.

Por ejemplo, si nuestra estructura com-
puesta representa n repeticiones indepen-
dientes del mismo experimento con modelo
K, lo que se denota por "K, y X es una va-
riable aleatoria en K, entonces podemos de-
finir la funcién X en "K por X (m, o) =
X(w(m)), para 1 €£m < n y 0 € "K. También
escribimos X(On, w) = X (w). Aqui, X () es
el valor de w en la repeticién m-ésima.

Como otro ejemplo, tomemos la estructu-
ra compuesta para el modelo de las dos ur-
nas, donde primero se elige una urna al azar
¥, luego, una bola de la urna elegida. En este
caso, tenemos dos momentos causales, diga-
mos ¢t y s, con ¢ antes de s. En £ se elige una
urna y en s, una bola de esta urna. Los su-
cesos compuestos (que son, en realidad tra-
yectorias) son funciones ® sobre {z, s}, tales
que m(f) es una de las urnas y w(s), una hola
de la urna (). Si numeramos las urnas, po-
demos considerar el proceso Z, tal que Z(%,
®) = el ndimero de la urna elegida en (), y
Z(s, ) = el nimero de, digamos, bolas rojas
elegidas en w(s).

Luego, nuestros modelos probabilistas son
pares (K, Y), donde K es una estructura
probabilista e ¥ es una variable aleatoria o
proceso apropiada para K. La misma estrue-
tura probabilista puede servir de base a va-
riables o procesos diferentes, y asf obtene-
mos modelos probabilistas diferentes. Permi-
timos, también, mas de una variable o pro-
ceso. Por simplicidad, séle describiré aqui
modelos con una variable o proceso.

El lenguaje para expresar propiedades de
un modelo de la forma (K, Y), donde K es
una estructura compuesta con orden causal
T, consiste de expresiones de la forma [Y, <
rlolY,=r]l,donde t € T y r es un ndimero
real, y esté cerrado bajo negaciones, conjun-
ciones ¥ disyunciones.

También incluimos funciones continuas
de las variables Y,. Asi, si g es una funcién
continua de n variables reales, entonces
g Xy o XSl ¥ [V Y, ) =r]son
oraciones. La negacién de una cracién ¢ se
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denota -9, Ia conjuncién del conjunto de ora-
ciones ®, por Ad, y la disyuncién del conjun-
to ¢, por v@. La conjuncién de dos oraciones
© ¥\, por @ A v, y su disyuncién por ¢ v .
Una conjuncién es verdadera si todos sus
términos lo son; una disyuncién, si por lo
menos une de sus términos lo es, y una ne-
gacién, si la oracién que es negada no es ver-
dadera.

Combinando estas expresiones, podemos
decir gue Y esta en cierto conjunto de nume-
ros reales B, para algunos conjuntos de rea-
les B. Asi, podemos tener expresiones que pue-
den abreviarse, con el significado obvio, por

Y ¢ B

I

[Y,e BJAIY, e B} ALAL s

y, tambiédn
[g(Yn;""’ Ym) & B]’

donde B, B, ..., B son conjuntos de reales.
Es claro lo que significa que ig(¥ , ..., Y,)

c B] sea verdadera en un sistema w con el
procesa Y; a saber

{w, VY E g, ..., ¥,) e Blsiy solosi
g¥, (), ..., Y, (w) e B.

Por ejemplo, supongamos que ¢l modelo
K es un posible modelo para la tirada de una
moneda, y X(®) = 1, i @ es una tirada con
resuitado de cara, y X(w) = 0, si es sello. En-
tonces "K representa n tiradas independien-
tes de la moneda. Sea X definida como an-
tes por X(m, o) = X(w(m)) para 1 <m <ny
o ¢ “K. Sea también X (0} =X(m, w)e Y, ()
=% X (). Entonces ¥ (w) es el numero
de caras en las m primeras tiradas, para 1
<m<nywe "K Tenemos que {®, Y) 8 v,
< 8] si y s6lo si el namero de caras en la
sucesién o restringida a m es menor o igual
a 6.

La variable Fr = (1/m) ¥ representa la
frecuencia relativa de caras en las primeras
m tiradas. Por ejemplo

1
(V) El}Fr, - —} >l

1
sy sélo si |Fr (o) - = | =&
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Esta definicion de verdad fija una inter-
pretacién de las oraciones en los resultados
w. Pero necesitamos una interpretacién en
los modelos probabilistas (K, ¥), Cada ora-
cién ¢ se interpreta (K, Y) por el conjunto
de resultados en K en los cuales ¢ es verda-
dera. Esto es, definimos

Mod, ,, () = el conjunto de los ©w € K tales
que {@, V) ¢.

Ahora bien, (K, Y) no asocia, en general,
verdad o falsedad a las oraciones, sino solo
probabilidad. Exigimos que Mod . ,, (9) € %
y definimos

Pry (@) = Pr (Mod,, , (¢)).

Asi, a una oracién se le asigna como pro-
babilidad 1a medida del conjunto de resul-
tados donde es verdadera, esto es, la proba-
bilidad de una proposicién es la medida del
conjunto de posibilidades que la hacen ver-
dadera.

Como ejemplo, discutiremos el dispositi-
vo de una ruleta que se hace girar aplican-
do una fuerza constante, pero con posiciones
iniciales escogidas al azar. Para tratar de
ruletas con diferentes cargas, introducimos
un lenguaje con una variable aleatoria, di-
gamos X. Sean u y v dos nameros reales
entre 0 ¥ 2n. La oracién [ < X < v] expresa
el hecho que la posicién final de la ruleta
estd en el arco entre e y ¢, La probabili-
dad asipgnada a esta oracion depende de la
estructura. Supengamos que {C, X} es cual-
quiera de estas estructuras. Primero recor-
damos la definicion de verdad. Decimos que

{w, X)) ElusX<ul,siu<X (w)<v,
donde ®_es el resultado con posicién inicial
C.

Tenemos, de acuerdo a nuestra definicion

[u£X£U1=N

Pre vy
= Pr, (Mod, ,, ([u < X < v)),
donde Mod, (lu < X < vD) es el conjunto

G, X1}
de o, tales que u < X{w) < v (esto es, tales

que <°’:,X1> |= [ < X < v]).
Asi



Pr{c,xn [ < X < v] =PTC (e = XI ((j)c) < )},

donde, Pr, es la medida de Lebesgue divi-
dida por 2 .

Luego, si X, es la variable para una rule-
ta simétrica, la probabilidad de esta oracion
es (v — u)/ 2w, porque el conjunto de los ¢ tal
que z < X () £ v tiene longitud v - u.

Por otra parte, si (C, X,) representa una
ruleta asimétrica,entonces la longitud del
intervalo que consiste de los ¢ tal que u <
X (o) < v puede ser diferente de la longitud
del intervalo [z, v], ¥, luego,

Pl o I € X £ 3]

podria no ser (v -~ u)/2n,

Por esto, a la misma oracion se le puede
asignar probabilidades muy diferentes por
modelos distintes. Creo que este procedi-
miento es similar al usado en estadistica,
donde las distintas distribuciones posibles le
asignan diferentes probabilidades a una va-
riable aleatoria.

Como otro ejemplo, supéngase que K es
un modelo para un mimero infinite de tira-
das de una moneda simétrica, y sea Fr (o),
como antes, la frecuencia relativa de caras
en las primeras m tiradas. Entonces, 1a ley
débil de los grandes nidmeros demuestra
que

1
lim Pryg 5, [Fr, - ~ 12l =0,

para cualquier a > 0.

Vemos que dos modelos probabilistas dis-
tintos, que pueden ser interpretaciones de la
misma oracién @, podrian asignar probabi-
lidades muy diferentes a ¢. Por ejemplo, si
J es un modelo para un ntimero infinito de
tiradas de una moneda ne simétrica el

1
Ll_:l,:g Pr‘:‘”} (Fr, - E |2 al = 0,

para algunos a > 0.

HEista es la situacién habitual en la in-
ferencia estadistica cldsica. Tenemos varios
modelos alternativos que asignan probabili-
dades diferentes a las mismas oraciones.
Como discutiremos méas adelante, estas pro-
babilidades distintas se usan para decidir

entre los diferentes posibles modelos. Por
ejemplo, supéngase que estamos tirando una
moneda ¥ que no sabemos si es simétrica o
no. Entonces los modelos posibles represen-
tan monedas con cargas diferentes. Estos
modelos asignan probabilidades diferentes a
las oraciones [a@ < |Fr, — p|], donde p es la
probabilidad de cara de cierta moneda. Las
probabilidades de estas oraciones nos ayu-
dan a decidir cuél es la carga de la moneda.

Como 1ltimo ejemplo, volvamos al mode-
lo de las dos urnas, U, y deseribamos un len-
guaje que pedriamos interpretar en él. Po-
driamos tener una variable aleatoria simple
X, tal que, por ejemplo, X(£) = 1, si la bola
elegida en el resultado £ es blanca, y X(§) =
0, si la bola es negra. En este lenguaje, te-
nemos, entonces, oraciones de Ia forma [X =
1] y IX = 0]. Estructuras probabilistas dis-
tintas (U, X)) y {(U,, X)) pueden asignar pro-
babilidades diferentes a estas oraciones.

Pero supongameos que nos gustaria hablar
de la urna elegida y la bola elegida. Necesi-
tamos, entonces, un proceso, digamos Y, que
es una funcién de dos variables. Si & e U,
entonces podriamos tener ¥ (¢, £) = 1 si la
urna u, es elegidaen & e Y (¢, £) = 0, si la
urna u, es elegida. Para las bolas, podriamaos
temer Y (s, &) = 1 para una bola blanca e
Y (s, &) = 0, si es negra. El lenguaje, ahora,
ademds de Y incluye las constantes ¢ y s,
para los momentos causales. Las oraciones
basicas son de las formas {Y, =] e Y, =i]
para ¢ = 1 6 0. Las probabilidades se asig-
nan como antes. Por ejemplo

Pry , ¥, = 1] = Pr, (£ € UY(, E) = 1)).
Como en los ejemplos anteriores, puede

haber varias estructuras que asignan proba-

bilidades diferentes a cada oracién.

4. Reglas de aceptacién y rechazo

Al estudiar probdbilidad pura (lo que se
puede llamar ligica probabilista), relativi-
zamos la probabilidad a conjuntos diferen-
tes K de resultados posibles. Cada K es un
modele, que, en vez de determinar el valor
veritativo de una proposicitn, abre sus po-
sibilidades, y, al hacerlo, define su probabi-
lidad. Para aplicar la teoria, debe suponerse
que K es una descripcion fiel de las posibi-
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lidades fécticas en el mundo real. Esto es,
debemos aceptar a K como verdadero. Tal
como para los modelos que determinan la
verdad o falsedad de las proposiciones rele-
vantes, hay reglas para el rechazo o la acep-
taciéon de K como una representacién del
mundo real. Discutiremos estas reglas a con-
tinuacién.

En esta discusién, escribiré K para los
modelos probabilistas, aunque, si fuéramos
més precisos deberiamos escribir (K, Y),
donde Y es una variable aleatoria o un pro-
ceso estocdstico. A menos que haya peligro
de confusion, omitiré la Y, la que sera obvia
del contexto.

En la inferencia estadistica, el principal
problema es la aceptacién de hipétesis como
verdaderas o su rechazo como falsas sin to-
mar en cuenta la deseabilidad de las conse-
cuencias de la aceptacién o el rechazo. La
inferencia estadistica clasica da reglas para
el rechazo o la aceptacién de hipétesis, pero
estas reglas no se basan en las probabilida-
des de las hipétesis. Creo que el principio
gue se formulara aqui es la base para estas
reglas. Al igual que en la inferencia estadis-
tica cldsica, este principio basa la aceptacién
v el rechazo de una hipétesis, no en su pro-
babilidad, sino en la probabilidad asignada
de acuerdo a la hipétesis a otras proposicio-
nes.

Comenzaré analizando reglas para el re-
chazo. La regla para el rechazo de una hi-
pétesis determinista A (esto es, una que de-
termina un resultado unico) es muy simple.
Supdngase que se realiza un experimento. Si
se obtiene un resultado que seria falso si la
hipétesis fuera verdadera (esto es, que es
falso bajo la hipétesis), entonces debemos
rechazar 2% Desde el punto de vista de
Popper, [15], lo que caracteriza a las aser-
ciones de la ciencia es su posible falsifica-
cidn.

En vez de considerar las hipétesis deter-
ministas, discutimos ahora las probabilistas.

¢ Como es bien sabido, estoy simplificande demas
el rechazo de hipétesis. Es posible salvar una hipéite-
sis, a pesar de la falsedad de una de sus consecuen-
clas ¢, cambiando otros aspectos de la relacidn de la
hipétesis con la experiencia, y, asi, e puede dejar de
ser una consecuencia. Aqui, y en el resto de la confe-
rencia, continuaré haciendo esta simplificacién.

La falsificacién de hipétesis probabilistas ha
sido un problema para el punto de vista de
Popper mencionado antes. Creo que aqui
estoy presentando una solucién a este pro-
blema, que es consistente con las ideas de
Popper. El problema para la falsificacidn
estricta de hipétesis probabilistas es que de
una tal hipétesis no podemos deducir propo-
siciones interesantes que pueden ser verifi-
cadas empiricamente, sino sélo asignarles
probabilidades. Por gjemplo, de 1a suposicién
que la probabilidad de cara en la tirada de
una moneda es 1/2, no podemos deducir nin-
guna asercién sobre frecuencias relativas,
sino sélo asignarles probahilidades. Asi, por
ejemplo, no se puede deducir que la frecuen-
cia relativa de caras en 100 tiradas es 1/2,
sino sélo que esta frecuencia tiene una cier-
ta probabilidad alta. Por esto, si la frecuen-
cia relativa obtenida realmente no es 1/2, no
podemos concluir que la hip6tesis no es va-
lida. Como hemos dicho antes, una asercién
que tiene probabilidad baja significa que su
posibilidad de verdad es baja. Asi, si ocurre
en la realidad una asercién con probabilidad
baja de acuerdo a la hipdtesis, entonces hay
evidencias que la hipétesis es falsa’. La in-
terpretacién de la probabilidad de Popper
como propensién no incluyve una conexidn
con verdad, y, luego, no tiene disponible esta
justificacién de la falsificacién de hipétesis
probabhilistas.

Una hipétesis probabilista es, en mi ver-
sién, la proposicién que el conjunto de resul-
tados posibles, digamos K, es un modelo
adecuado de la realidad, esto es, del dispo-
sitivo aleatoric en cuestién. Brevemente, lla-
maré a esta hipdtesis simplemente K. Esta
hipotesis K determina una distribuecién de
probabilidad sobre los sucesos de un expe-
rimento. Esta distribucién asigna el grado
de apoyo a las diferentes proposiciones, dado
K.

Es claro que si una proposicién falsa en
K fuera verdadera en-la realidad, deberia-
mos rechazar K. Esto es, si el resultado del
experimento fuera imposible segiin K, debe-
riamos rechazar K. Pero es muy raro que los
experimentos considerados admitan resulta-

" La situacidn es mds complicada que esto, como se
verd mas adelante.



dos que son imposibles de acuerdo a una
hipotesis probabilista K. Asi, un procedi-
miento natural sexia introducir la nocién de
aproximadamente falso v, entonces, recha-
zar K, si determindramos que una proposi-
cién aproximadamente falsa en K fuera ver-
dadera en la realidad. Por conveniencia de
expresion, llamaré a un suceso inverosimii®,
si la proposicidn que expresa su obtencién
en la realidad es aproximadamente falsa en
este sentido. Luego, podemos parafrasear el
principio “rechace K, si se obtiene una pro-
posicion aproximadamente falsa” por “suce-
so0s inverosimiles no ocurren™. Pero, jqué es
un suceso inverosimil? Como considero a la
probabilidad como una medida de la posibi-
lidad de verdad, es tentador decir que una
proposicién ¢ es aproximadamente falsa en
K, si ¢ tienie probabilidad baja en K, esto es,
s1 su grado de-Apoyo dado K es bajo. Con
esto, podriamos decidir que si ocurre un re-
sultado para el cual K determina probabili-
dad baja, entonces deberiamos rechazar K.
Esta regla, sin embargo, no funciona:

Supéngase que el dispositivo aleatorio
para el cual K es un modelo es una loteria
similar a las discutidas antes. La obtencién
de cualquier holeto particular tiene proba-
bilidad muy baja de acuerdo a este modelo
K, pero un tal resultado no es razén en ab-
soluto para rechazar K.

Los préximos pdrrafos contienen un and-
lisis de la nocién de resultado inverosimil.
La primera parte del analisis es el hecho que
para rechazar K, debemos tener algunas
razones para cuestionarlo, a saber, debemos
tener en mente algunos modelos alterna-
tivos para el dispositive aleatorio. Asi, aun
hablar de proposiciones aproximadamente
falsas segin K exige la consideracion de al-
ternativas a K. Nos vemos forzados a tratar
con clases de hipétesis alternativas K, para
cada z en un cierto conjunto de indices 1.
Estas son todas las hipdtesis que considera-
mos epistémicamente posibles para la situa-
cidn involucrada. Todas estas hipdtesis son

® En vez de inverosimil, podriamos usar el neolo-
gismo implausible, pero ereo que inverosimil es mejor,
porque un resultado inverosimil es una que no parece
ser verdadere, En inglés se dice “unlikely”,

1 Véase [2].
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compatibles con lo que aceptamos como las
leyes del fenémeno en cuestién. Es claro que
no es que K pueda suceder, sino sélo que es
compatible con las leyes de la naturaleza
gue K; es el modelo correcto para la situa-
cion que estamos considerando. Como deci-
dir cual es la clase adecuada de hipdtesis
alternativas no se hace, en general, por con-
sideraciones estadisticas o probabilistas.
Puede haber leyves naturales generales o
hechos particulares que son relevantes para
esta decision. En cualquier caso, debemos
aceptar como verdadereo que la clase de los
K. para i en I, contiene todos los modelos
que son posibles en la situacién dada.

Ahora podemos mejorar la definicién de
una proposicién aproximadamente falsa.
Una proposicién ¢ es aproximadamente fal-
sa en K, relativa a la clase K, para i en I,
si ¢ tiene probabilidad mucho mas baja en
K, que en un cierto K, conienlei#j. Sin
embargo, esta definicién, come veremos mas
adelante, no funciona, asi que sé6lo la acep-
tamos provisoriamente, como base de discu-
sién.

No es posible, en general, tomar la fami-
lia de todas las hipétesis légicamente posi-
bles comeo nuestro conjunto de alternativas:
Supdngase gue tiramos una moneda diez
veces. Una sucesién x = 0100101110 (donde
0 es para cara, y 1, para sello), se considera
a favor de la hipétesis, llamémosla K_,, que
la moneda es simétrica, si las alternativas
son que la moneda estd cargada con diferen-
tes cargas. Sin embargo, es aproximadamen-
te falsa en K ., si una de las posibilidades
es “la sucesion esti generada por una maé-
quina que produce exactamente x”. Esta dl-
tima hipétesis es ciertamente légicamente
posible, por lo que vemos, que un cambio en
lag alternativas produce un cambio de Ia
propiedad de ser aproximadamente falso.

Ademds de ser necesaria para una regla
natural de rechazo, la idea que la conside-
racién de vn conjunte de alternativas afec-
ta la aceptabilidad de una hipétesis, es
intuitivamente atractiva. Por ejemplo, antes
de la formulacién de la teoria de la
relatividad de Einstein, era muy dificil re-
chazar la mecanica Newtoniana. Sin embar-
go, después de la formulacion de su alterna-
tiva, la mecanica clasica fue casi inmedia-
tamente rechazada.
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Sin embargo, para declarar a K, falsa, sélo
1a ocurrencia de un suceso inverosimil no es
suficiente. No estariamos satisfechos, en ge-
neral, con s6lo un tal suceso, Podemos en ¢l
caso que ocurriera un suceso inverosimil,
rechazar provisoriamente Kj, pero deberia-
mos poder revisar este juicio. Asi, debemos
tener a la mano una sucesiéon de sucesos
inverosimiles, cuyas probabilidades se a-
proximan a cerg. Si tuviéramos una tal su-
cesién, entonces, en principio, podriamos ob-
tener, con suficiente esfuerzo o tiempo, la
ocurrencia de un resultado tal que su pro-
babilidad sea tan baja como se quiera, y, asi,
podriamos revisar nuestro juicio. Pero, comg
antes, necesitamos considerar alternativas.
Luego, necesitamos ser capaces de realizar®
una sucesién £, de experimentos, o simple-
mente observaciones, tal que para cada j ¢
1, 51 K, es verdadera, una sucesién ¢, de re-
sultadlos de estos experimentos ocurre even-
tualmente casi seguramente, satisfaciendo
que para cada i € I con i # j, la probabili-
dad en K, del resultado a_ tiende a cero. Te-
nemos que exigir que si K, es verdadero, en-
tonces una tal sucesién a_ ocurra eventual-
mente casi seguramente. Esta sucesion de
experimentos, la que serd definida precisa-
mente mas adelante, se llamara un experi-
mento discriminante para el sistema K, con
{ € 1. Abreviaremos la proposicién ‘el resul-
tado de E es a ' por [E, = a ).

L.a importancia de tratar con sucesiones
de experimentos cuyas probabilidades se
aproximan a cero, no es que podemos obte-
ner de este modo proposiciones con proba-
bilidad baja, sino con probabilidades arbitra-
riamente bajas. Esto es, si esparamos sufi-
ciente tiempo o gastamos suficiente esfuer-
zo, podemos obtener casi seguramente una
proposicién con probabilidad tan baja como
gqueramos. De este modo, podemos poner en
movimiento un proceso dialéctico: una per-
sona fija la probhabilidad baja con Ia cual
estaria satisfecha, y el oponente {que puede
ser la misma persona) prueba la sucesién de
experimentos hasta que obtiene el nivel co-
rrecto. Para tener un proceso dialéctico real
para rechazar KJ., si K es verdadera para

19 Nétese que debemos ser capaces de realizar, y ne
realizar.
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algan m # j, debe ocurrir casi seguramente
una sucesidon gue determina oraciones cuya
probabilidad bajo K, tiende a cero. Esto es,
el conjunto de sucesiones que rechaza a K
debe tener, si K es verdadera, probab'lhdaci
infinitamente cerca de uno. En la practica
uno s6lo es capaz de llegar a un cierto nivel
finito, esto es, uno puede probar [E = a“]
s6lo hasta un cierto n finite. Esto da cuenta
del hecho gue, aunque podemos rechazar
una hipétesis y considerarla falsa, este re-
chazo es provigorio. Si se obtiene nuevas
proposiciones con probabilidad alta, podria-
mos estar forzados a aceptarla de nuevo!l.

Las reglas de rechazo que hemos estado
considerando son asimétricas en el giguien-
te sentido. Para rechazar las hipétesis
deterministas, no necesitamos hipétesis al-
ternativas, mientras que para las pro-
babilistas, si las necesitamos. Para las reglas
de aceptacién de hipétesis, la simetria se
restaura, No pedemos aceptar una hipétesis
determinista &, sélo porgue una proposicion
¢ implicada por k ha ocurrido en realidad.
Estamos obligados a considerar hipotesis
alternativas h, para i en un conjunto de
indices 1. 5i una proposicion ¢ es verdadera
en la realidad, siendo también verdadera de
acuerdo a h, pero falsa en todas las h _, para
m # j, entonces h debe ser aceptada en vez
de b, conm #j. Asl, aceptamos £, si pode-
mos rechazar todas las 4, con m # J, pero
no h.

na de las reglas para la aceptacién de
una hipdtesis no-determinista K es similar.
En general, no es posible, de acuerdo a esta
regla, aceptar un modelo particular K, sino
una clase de tales modelos, digamos los K,
paraj € , donde J es un subconjunto de
Esta regla dice que aceptamos proviso-
riamente tal clase, si podemos rechazar
provisoriamente todos los modelos que no
estdn en la clase, esto es, todos los K, para

el —.d.

Tal como en el easo del rechazoe, no es
suficiente para la aceptacién tener una pro-
posicién aproximadamente verdadera, Lo
que necesitamoes es una sucesion discrimi-
nante de experimentos £ , tal que la verdad
o falsedad de ¢ depende del resultado de un

U Cf. [18, Capitule V1.



elemento de la sucesion, Para que el proce-
so dialéctico sea posible, los experimentos
discriminantes deben tener las dos condicio-
nes mencionadas mas arriba. [dealmente, la
verdad en la realidad de una sucesién infi-
nita de proposiciones |E = a ] determinaria
la verdad de una hipétesis. En la practica,
debemos conformarnos con una sucesion fi-
nita que se aproxima a la verdad, y, por tan-
to, nuestra aceptacién es s6lo provisoria.

Ademas de tener un experimento discri-
minante, para rechazar K, el experimento
E , para algin n, debe tener un resultado
que es 1nver051m1l de acuerdo a K,. Sin em-
bargo, la nocién resultado inverosimil para
K. como un resultado que tiene probabilidad
baja de acuerdo a K v alta, de acuerdo a una
alternativa no funciona: supéngase que Li-
ramos una moneda 10 Veces, ¥ (que ocurre
la sucesion 0010000000, Intuitivamente, si
las alternativas son los madelos Kp, donde
p es la probabilidad de cara, este resultado
es inverosimil de acuerde a las hipétesis
K , que la moneda es simétrica. Sin embar-
go, la sucesién tiene probabilidad baja segtin
cualquiera de las hipotesis.

Procedo, ahora, a introducir la nocién de
resultado inverosimil que considero correc-
ta. Nuestra nocién resultado inverosimil
puede ejemplificarse como sigue: Supéngase
que tiramos una moneda 10 veces y anota-
mos la frecuencia de caras. Dado que la
moneda es simétrica, Jqué es un “resultado
inverosimil del experimento”? El resultado
de exactamente 5 caras tiene probabilidad
baja, pero no lo llamariamos inverosimil.
Supongamaos que se ebtienen. 6 caras. Llama-
mos a este resultado inverosimil (con respec-
to a una moneda simétrica), si el suceso de
obtener por lo menos 6 caras o a lo sumo 4,
tiene probabilidad baja. Esto es, el suceso de
6 caras o peor (esto es, menos probable de
acuerdo a la hip6tesis que la moneda es si-
métrica) tiene probabilidad baja. Usaremos
esta idea acerca de sucesos inverosimiles
para nuestra regla de rechazo.

Pasamos ahora a delimitar mas precisa-
mente la nocién de un resultade inverosimil.
Para hacer esto, necesitamos introducir dos
nociones: la nocidn de ‘equivalencia eviden-
cial’, y la nocién de ‘resultado peor’. Supo-
nemos que las hipétesis alternativas son K,
para i € I. Comenzamos con la primera de

estas nociones. Notese el siguiente hecho, el
que estd detras del principio de suficiencia
de la inferencia estadistica. Supéngase que
haya dos resultados posibles de E,ayb,
que satisfacen la condicién: existe un ¢ > 0
tal que paratodoi e I

w |E, =al =c Pry [E =Bl (1)
Esto significa que para todo i, jel
Prg lE =al  Pry [E =b] @)
Prm. E =a] Pry, IE, = b]

siempre que Prm [E,=al #0y Pr,, [E = p]
# 0.

Un ejemplo de esta situacién es la si-
guiente. Supdéngase que tiramos una mone-
da 60 veces y que las hipétesis son que la
moneda tiene diferentes cargas. Dos sucesio-
nes diferentes con el mismo nimero de ca-
ras, tienen la misma probabilidad bajo cual-
quiera de las hipétesis. Asi, (1) es verdade-
ra para este casocon¢ = 1,

Un modo natural de medir el grado en
que una probabilidad es menor que otra es
su razén. Asi, que

_ Pr!ﬂ (o)

Pry, (¢)

sea baja para un cierto z en I da evidencia
contra K. No es necesario exigir que Prg. (9)
sea baja y Pr, (9) sea alta, sino solo que su
razén sea baja. Por ejemplo, si tuviéramos
que ¢ fuera imposible bajo K, pero posible
bajo K, rechazariamos K aunque la proba-
bﬂldad bajo K, fuera muy baja.

Por esto, en una situacién como (1),ayb
no discriminan entre los diferentes modelos,
Esto es, la evidencia que se dan con respec-
to a los modelos es la misma. Decimos, en
el caso en que (1) sea satisfecha, que ¢ y b
son evidencialmente equivalentes con respec-
toa E y los sistemas K, para i € I. En el
ejemplo de la moneda, entonces, cualquier
par de sucesiones con el mismo nimero de
caras son evidencialmente equivalentes. Es
claro que la relacion de equivalencia
evidencial es una relacién de equivalencia
entre resultados posibles, Escribimos la cla-

a0
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se de equivalencia de ¢, [a]. Ya que todos los
etementos de una clase de equivalencia tie-
nen la misma importancia evidencial, tene-
mos que considerarlos juntos. Luego, podria-
mos reemplazar el experimento &, por otro
E talque B’ = [a] envezde E =a. En el
caso de la moneda, el nuevo experimento, en
vez de tener como resultado las sucesiones
mismas, tendria el ntimero de caras en la
sucesién. Nétese que [E’, = [a]] puede tam-
bién escribirse como {E ¢ [a]]. En la prac-
tica estadisticas, se hace habitualmente el
reemplazo de E por B

Definimos, ahora, a la segunda nocién que
anunciamos. Llamamos un resultado posible
b por lo menos tarn malo para KJ como un
resultado posible a, en simbolos b < ¢, si Pr
[E e [b]] < Pr {E, e la]] y existe un ¢ El}
donde la d951gua]dad ge invierte. Entonces,
para el rechazo de K un experimento par-
cial E_debe tener un rebultadu a tal que la
probabilidad bajo K, de que E,_ tenga el va-
lor a o cualquier resultado por lo menos tan
malo como a es baja, digamos menor que un
cierto o. Asi, llegamos a la nocién de “resul-
tado inverosimil”: un resultado o de un ex-
perimentio K es inverosimil para Kj, st la
probabilidad del suceso que £, tenga el va-
lor & 0 cualquier valor por lo menos tan malo
para K como @, es baja segiin K Creo que
ésta es una caracterizacién natural de resul-
tados inverosimiles.

En el caso que para cualquier par de re-
sultados ¢ y b, si Pr, [E = 0] < Pr, [E =
a] haya siempre 01:1'0 donde se 1nV1erte la
desigualdad, entonces podemos simplificar
la definicién de & < a eliminando la clausu-
la que la desigualdad se invierta. De hecho,
como veremos en algunos ejemplo mas ade-
lante, en estos casoes, es como si la hipdtesis
K, se prueba aisladamente, esto es, sin con-
siderar alternativas. Estos casos son fre-
cuentes.

El principio de inferencia inversa. El
principio que hemos estado discutiendo es
un principio de inferencia inversa, en el sen-
tido que argiimos desde la evidencia a la hi-
pétesis (esto es, a la aceptacién de un cier-
to modelo), y no desde ¢l modelo a los he-
chos particulares, como en. el Principio de In-
ferencia Directa. LLlamaré a este nuevo prin-
cipio Prinecipio de Inferencia Inversa. De
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acuerdo al Principio de Inferencia Inversa,
consideramos modelos alternativos para el
dispositivo aleatoric en cuestién. Cada mo-
delo es una de las hipdtesis epistémicamente
posibles que pueden explicar el dispositivo.
L.os modelos alternativos no se consideran
como posibilidades reales por lo que no se
les asigna probabilidades. Una de las hipd-
tesis, digamos K, es rechazada (esto es, con-
siderada falsa), si hay un experimento dis-
criminante E_ para el conjunto de hipdtesis
alternativas que tiene un resultado o , tal
que la probabilidad de a, o peor es baja se-
gun K.

Una parte esencial de las reglas que he-
mos discutido es el hecho que las hipétesis
alternativas deben ser decidibles por una
sucesién de experimentos con las propieda-
des indicadas arriba. Aunque podriamos no
usar en el hecho esta sucesidn, debe existir
1z posibilidad de emplearla en el caso en que
nos objeten nuestro rechazo (o aceptacién).
Deberia ser posible, entonces, pedir al que
nos objeta gue fije un nivel de probabilidad
o que sea lo suficientemente bajo para él, y
luego realizar el experimento hasta encon-
trar un resultado a tal que el suceso que
contiene los resultados por lo menos tan
malos como a para la hipétesis tenga proba-
bilidad menor o igual que o. Creo que éste
es el principio intuitivo detras de la in-
ferencia estadistica clasica.

Daremos a continuacién una version mas
precisa del Principio de Inferencia Inversa.
Haremos esto definiendo mas precisamente
el concepto de un experimento discriminan-
te para un sistema de modelos pro-babilistas
alternativos posibles K, i € 1.

Los resultados de los experimentos pue-
den ser cualquier cosa. Por simplicidad, con-
sideraremos que todos los resultados de los
experimentos son nimeros reales o n-tuplas
de nameros reales. Asi, las oraciones que
consideraremos son de la forma [£, = 7],
donde r es un nimero real, o [X =r ] A [X|
=r] A... AIX =r], que puede escribirse
[E, = r]. Como no todos los espacios de pro-
babilidad son discretos, también necesita-
mos oraciones donde desigualdades reempla-
zan la relacion de igualdad. Esto es, oracio-
nes de las formas [E <7, [E <r],[r<k <
s], ete., donde r y s pueden ser nimeros rea-
les 0 n-tuplas de ndmeros reales. Estas son



precisamente las oraciones béasicas o con-
junciones de oraciones bidsicas de log lengua-
jes gue introdujimos en la seccién ante-
rior.

Ahora discutimos en forma m4s precisa
los modelos de repeticiones de dispositivos
aleatorios. Estamos en una situacién en la
que necesitamos tener la posibilidad de n
repeticiones del dispositivo, para un conjun-
to no acotado de nimeros naturales n. Mo-
delaremos estas repeticiones por infinitas
repeticiones, una para cada nimero natural.
Por ejemplo, si el modelo del dispositivo es
K y ias repeticiones son independientes, el
modelo para n repeticiones independientes
es el conjunte de n-tuplas de elementos de
K, denotado por "K. El modelo para infini-
tas repeticiones es el conjunto de las suce-
siones infinitas de elementos de K, que de-
notaremos K.

Para la interpretacion de las oraciones I’E“
= r] en un modelo probabilista K, debemos
tener que E es una variable aleatoria sobre
VK. Habitualmente cual es el sistema de va-
riables aleatorias X estara claro del contex-
to, en particular, de la oracién ¢. Cuando sea
claro del contexto, escribiremos Pr _en vez
de Prag o Prag.

Para €1mpllfl'car la definicién de un expe-
rimento consideraremos en esta definicién
oraciones de la forma [E = r] con una nue-
va interpretacién: una oracién [E = r] se
interpreta, ahora, como que afirma [r — dr
< E, <r +dr], donde dr es un infinitésimo
positivo!?, En el caso de distribuciones con-
tinuas, la densidad f(r} puede reemplazar la
preobabilidad de [E, = r] en muchos casos. Es
bien sabido que si /, es la densidad asocia-
da a la distribucién’ Pr entonces

f(r) dr= Prp [r*drCE <r+dr].

Asi, con la interpretacién dada arriba

I Esto se puede hacer formalmente usando anali-
sis no-standard. Seré bastante informal aqui en el uso
de infinitésimos. Una versidn no-standard rigurosa de
todas lag nociones que veremos a continuacién apare-

ce en [4, Capitules IV y XVIII].
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Pr, |E, =1] fir)
Pry [E =s] fi(s)
¥
Pr, [E,=r] < Pry [E, =]

siy s6lo si £(r) < f(s).

Para espacios muestrales discretos, una
oracién de la forma (£ = r] es la misma con
las interpretaciones vigja y nueva.

Escribiremos, como es habitual, [E_ e A],
donde A es un conjunto de nimeros reales,
para decir que existe un r € A tal que [E =
rl. También, si A es un conjunto de sucesio-
nes infinitas de nimeros reales, [E € A] dice
que existe una sucesion a , n € N, en A, tal
que [E_=a ] para todo n € N. Esto es, [E €
Al representa la proposicién que dice que la
sucesion de resultados del experimento E
estd en el conjunto A. Como es habitual,
decimos en este caso que E estd casi segu-
ramente en A segin un modelo K. si el com-
plemento del suceso [E € A] es un conjunto
nulo, segtin PrKJ,.

La definicién precisa de un experimento
discriminante varia con el conjunto de hipé-
tesis sobre las cuales el experimento tiene
que discriminar, y con su objetivo, esto es,
aceptacién o rechazo. La unica caracteristi-
ca comun es que en el caso que el experi-
mento E fuera realizado con un niimero
infinito de repeticiones y se obtuviera como
resultados la sucesion de resultados, r , n €
N, entonces casi seguramente se cumpliria
el propdsito del experimento, esto es, una
hipdtesis seria aceptada o rechazada. Por
supuesto, es imposible realizar un experi-
mento un namero infinito de veces, y, por
lo tanto, la aceptacién o el rechazo es sélo
provisorio.

Seguiré esta conferencia dando la defini-
¢ion de un tipo de experimento discriminan-
te, que se usari en algunos ejemplos. Otros
tipos de experimentos diseriminantes apare-
cen en [4, Capitulo XVIIL].

Repetimos, primero, mds formalmente, la
definicidn de equivalencia evidencial entre
resultados. En el resto de la charla, eupone-
mos que K , n € N, es una sucesién de va-
riables aleatorias para el sistema de mode-
los K,7e L



Definicién 1 (Equivalencia evidencial).
Sean a y b resultados posibles de E . Enton-
ces a y b son evidencialmente equivalente, en
simbolos

a~ b,

I

si hay un ¢ > 0 tal que, paratodoie I

n

Pry [E, =cl =c Pr, [E =B}

La clase de equivalencia correspondiente es
el ={b}{b ~ a}.

Ahora, introducimos més formalmente la
definicién de “por lo menos tan malo como’
que ya fue mencionada.

Definicién 2 (Resultados peores). Sean
e vy b resultados posibles de un experimen-
to E . Entonces b es por lo menos tan malo
como a para K, (relativo a K, parai € I, en
E ), en simbolos

b Sﬂj @,

Pr [E e [6]] <Pr [E < [all
yexisteuni e I, i #J, tal que
Prp, E € [bl]l 2 Pr, (£, € [all.

Usamos el simbolo R, para el conjunto de
los b que son por lo menos tan malos como
a para K en £ , llamado el conjunto de re-
chazo determinado por a para KJ. en K | esto
es

R, =1blbs, al

Para acortar algunas de las definiciones,
introducimos la siguiente expresion. Sea E
para n € N, una sucesiéon de variables
aleatorias, y sea A un conjunto de sucesio-
nes infinitas de resultados posibles de E , n
€ N. Decimos que £ estd casi seguramente
(c.s.) eventualmente en A, si casi seguramen-
te hay una sucesién r , n € N, en A, tal
que
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lim E = lim 9

1o F—pen

Esto es, el conjunto de resultados posibles
donde no hay una tal sucesién r ,n € N en
A es un conjunto nulo. Decimos también que
E_no estd casi seguramente eventualmente
en A, si casi seguramente para ninguna su-
cesién de resultados posibles, r ,n € N, en
A, tenemos que

lim E = Hmr,.

H—poo =303

Ahora estamos listos para definir nuestros
experimentos,

Definicion 3 (Experimentos discrimi-
nantes). Supéngase que los modelos epis-
témicamente posibles para un dispositivo
son K, ¢ € I Una sucesién discriminante de
experimentos o, simplemente, un experimer-
to discriminante, £, n ¢ Npara K, { ¢ I,
es una sucesion de variables aleatorias E en
los espacios de probabilidad de "K, parai e
Iy n € N, que satisface las siguientes con-
diciones:

(1) Para cada j € I, existe un conjunto A de
sucesiones de nimeros reales tal que £,
esta casi seguramente (¢.s8.) eventual-
mente en A, de acuerdo a K, y £ no esta
c.s. eventualmente en A, de acuerdo a K,
para i # j, ¥ tal que para cualquier su-
cesién r ,nc N, en A, cualquierie I, {
= J, ¥ cnalquier o > 0, existe un r, tal que
paracadam conm > n

Pi |E, € Rur | <o

{2) Es posible determinar en principio si las
oraciones [E = r] son verdaderas en la
realidad o no, para todo n € N.

La condicién (2) no es de caracter mate-
matico, por 1o que no la tomaremos en cuen-
ta para consideraciones matematicas.

Lia idea detris de un experimento discri-
minante, es que si fuéramos capaces de rea-
lizar 1na sucesidén infinita de experimentos,
entonces casi seguramente se decidiria cual
hipétesis es la correcta. Como podemos rea-
lizar sélo una sucesién finita, somos capa-



ces s6lo de aceptar o rechazar provisoria-
mente,

Un ejemplo simple de experimento discri-
minante es el siguiente: Supéngase que es-
tamos tirando una moneda, Sea nuestro ex-
perimento E , Fr , la frecuencia relativa de
caras en n tiradas, para cada nimero natu-
ral n. Este experimente es diseriminante
para el conjunto de modelos para monedas
con todas las cargas diferente posibles. Para
demostrar esto, sea K el modelo que asig-
na probahilidad p a cara. Por la ley fuerte
de los grandes nameros, si A es el conjunto
de sucesiones infinitas que tiende a p, en-
tonces Fr_ esta c.s. eventualmente en A, se-
gin Kp, y no esta c.s. eventualmente en A,
segiin Kq, para q # p. Este es nuestro con-
junto A de la definicién, llamémoslo Ap.
Ahora bien, para cualquier par de reales r
y q entre 0 y 1, el conjunto de rechazo para
Kq, Rw, es de la forma

R, =[|Fr,-q|>|r-g]l

Esto es asi, porque, si |b-¢q| 2 |r—g¢|, en-
tonces

Pqu [Fr, =b] < Prxq [Fr =r]
v
Pry, [Fr, =b] 2 Pr,, [Fr =]

Es claro que si la sucesién r , n € N, esta
en Ay g # p, entonces de nuevo por la ley
de los prandes nmimeros, para cada o > 0,
hay un n finito tal que para cada m > n

| <o

bk

P'['Kq !_Fl'm = qur

Asi las condiciones para un experimento dis-
criminante se satisfacen.

Una regla ideal de aceptacién puede for-
mularse facilmente con nuestra nocién de
experimento. Fsta regla es ideal en el sen-
tido que es imposible llevarla a cabo en la
practica. Se formula sélo como modelo que
otras reglas més practicas deben aproximar.

Regla 1 (Regla ideal de aceptacion). Sea
K, i € I, un sistema de modelos probabilis-
tas. Dectmos que un modelo K. debe ser acep-
tado con respecto a K, para i € I, si hay un

experimento discriminante E , n € N, para
K, i€l tal que:

(1) Se obtiene la sucesion de resultados [E,
=r ] en la realidad.

(2} Esta sucesién, r,, n € N, tiene la pro-
piedad que para cada i € I, i #J, y
para cada o > 0, existe un n tal que
para cada m 2 n

PI'EI. [Em_ E Rmirm} o

(8) No existe ningin otro experimento tal
que un cierto K, para i # j, es aceptado
(de acuerdo a (1) y (2)).

La regla ideal de rechazo es muy simple:

Regla 2 (Regla ideal de rechazo). El mo-
delo KJ. es rechazado si existe un experimen-
to tal que un modelo alternative K, con i
1, es aceptado (de acuerdo a la Regla 1).
Ahora hacemos mas precisa la regla
dialéctica para rechazar provisoriamente
una hipétesis probabilista. El caracter
provisorio del rechazo es muy importante.

Regla 3 (Regla dialéctica de rechazo).
Sea K, i € I, un sistema de modelos pro-
babilistas. Decimos que un modelo K, debe
ser provtsoriamente rechazado con respecto
a K, para i € I, st existe un experimento
discriminante E ,n € N, para K, i € 1, tal
que:
(1} Se obtiene [E = al, parc alginayn e
N.
(2) PrKj E e anﬂ] es baja festo es, menor
que O parc un cierto o pequefio).

Cuan bajo tiene que ser el o, se decide
dialécticamente. Tiene que haber un acuer-
do entre nuestro oponente y nosotros acer-
ca del nivel de probabilidad que lo conven-
ceria. También es necesaric llegar a un a-
cuerdo acerca del experimento a usar. Con
este acuerdo, si K, es en realidad falso, en-
tonces, probando con nimercs cada vez m4s
grandes, casi seguramente se obtendria un
n y un resultado a para E , tal que la pro-
babilidad de [E R ] es menor que a.

Ejemplo 1. Tomemos como primer egjem-
plo tirar una moneda para determinar si la
moneda esta cargada o no. Aqui el K, que
estamos probando es el modelo para una
moneda simétrica. Esto es, con la termino-
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logia introducida antes, K. es K, . Supén-
gase que los modelos alternativos son los
modelos para monedas con todas las cargas
posibles diferentes, esto es, K con 0 <p <
1. Ya hicimos notar gue tirar “la moneda n
veces y observar la frecuencia de caras es un
experimento discriminante para este caso.
Supdngase que tiramos la meneda 100 ve-
ces, v que chservamos 60 caras. Determina-
mos, entonces, la probabilidad, bajo 1a hip6-
tesis que la moneda es simétrica, del resul-
tado de 60 caras o peor. En este caso, este
suceso es el resultado de mas de 60 caras o
menos de 40. Si su probabilidad es baja (esto
£s, MENnor que ¢ para un cierto o predeter-
minado), entonces rechazamos la hipétesis.

Cuando, como en el caso que estamos exa-
minando, tenemos todos los sistemas K,
para 0 < p < 1 como alternativas, y el expe-
rimento para tirar Ta moneda n veces, es B,
para cada n € N, podemos simplificar algu-
nas de las definiciones. En primer lugar,
valores diferentes para la frecuencia relati-
va nuneca son evidencialmente equivalentes
(Definicién 1), En segunde lugar, para cada
par de valores posibles diferentes, a y b, de
Fr_hay p y g tales que

Prxp [Fr =cal < Per (Fr, =bl,

Pry, [Fr, = b] < Pr, [Fr" = a].
Asi, 1a definicidén de < puede simplificarse a

a<, b si y sélo si

Pri. [Fr,=a] = ff’r“p [Fr, = b].

Por lo tanto, la definicién de R (de
acuerdo a la Deﬁmclén 2) parece no cfepen-
der de las alternativas, ¥ podriamos consi-
derar que K se prueba aisladamente. Pero,
notese que estamos suponiendo gue todas
las probabilidades alternativas son episté-
micamente posibles, que estamos conside-
rando un dispositive cen repeticiones inde-
pendientes, ete. Si estos factores no estuvie-
ran presentes, podriamos tener alternativas
diferentes y obtener resultados distintos.
Asi, no se considera todas las allernativas
légieamente posibles.

Ejemplo 2. Para entender la influencia de
alternativas, consideremos como modelos po-
sibles, s6lo los K con 12p > 1/2. Bl experi-
mento, para este caso, puede ser, de nuevo,
Fr . También tenemos, en este caso, que nin-
gun par de resultados diferentes son
evidencialmente equivalentes. Sin embargo,
si obtenemos 60 caras en 100 tiradas, el con-
junto de rechazo para K, sélo consiste de
resultados mayores que 3/5. Esto es asi, por-
que un resultado, ¢ menor que 2/5 no es peor
que 3/5, ya que, aunque

Pr, [Fr,, =al < Per [Fr

Ki/2 w0 E]’

no hay alternativa donde esta desigualdad
se invierta.

Ejemplo 3. Ahora discutimos el dispositi-
vo de tirar la moneda con un experimento
diferente. Supéngase que el experimento, £ ,
tiene como resultados las sucesiones mismas
que se obtienen en n tiradas independien-
tes de la moneda. Supongamos, primero, que -
las hipétesis alternativas son las mismas
que en el primer caso, a saber, Kp, para 0 <
p <1, donde p es la probabilidad de cara.
Puede demostrarse, en forma similar que
para Fr, que este nuevo experimento, E , es
discriminante,

Como fue demostrado en la pagina 90, dos
sucesiones con el mismo ndmerc de caras
son evidencialmenle equivalentes. Asi, la
probabilidad que E, esté en el conjunto de
rechazo determinado por una sucesién, x, es
la misma que la probabilidad que Fr, esté
en ¢l conjunto de rechazo correspondiente
determinado por la frecuencia de caras en
x. Supdngase que tiramos la moneda diez
veces v que obtenemos x = 0100101110 (don-
de O es para caras, y 1, para sello). Enton-
ces la probabilidad que E , esté en el con-
junto de rechazo determinado por x, de
acuerdo a K, es uno, y, por lo tanto, K, no
es rechazado en absoluto.

Ejemplo 4. Supéngase, ahora, que esta-
mos en la situacién explicada en la pagina
88 y que se tenga como una de las hipétesis
alternativas (ademas de todos Jos K con 0
< p £ 1) que las tiradas se obtienen de una
maquina, la que, en las primeras 10 tiradas,
produce exactamente la sucesién x =
0100101110, introducida en el ejemplo an-
terior. Llamemos a esta alternativa, que es
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ciertamente logicamente posible, H. Como
puede demostrarse facilmente, el experi-
mento £ , n ¢ N también es discriminante
para el sistema de hip6tesis alternativas, H
y K, para 0 <p < 1: el conjunto A, para H,
es simplemente el singleton que consiste de
la sucesién infinita, digamos y (cuyos diez
primeros términos constituyen x), produci-
da por la maquina. Entonces E, esta segu-
ramente eventualmente en A, si H es
verdadera, ya que, en este caso, £ es y res-
tringida a n, para n € N, Por otra parte, bajo
cualquier K,, la sucesién £ no es cs. esta
sucesion y, y, asi, £ no estd c.s. en A, Pa-
ra las otras hipétesis, como en el caso ante-
rior, los conjuntos consisten de las su-
cesiones cuyo limite es p, excepto posible-
mente, de y.

Volvamos al caso E, . Entonces, x, esto es,
la sucesion de 10 resultados producidos por
la méquina, no es evidencialmente equiva-
lente a ninguna otra sucesién, porque, tene-
mos bhajo H

Pry B,

=x] = 1y Pr, [E,, =2l =0,

10

para z # x. Luego, no hay ¢ > 0 que satisfa-
ga la Definici6n 1 de equivalencia eviden-
cial. Por otra parte, si u y z son sucesiones
diferentes de x, pero con el mismo niimero
de caras entre ellas, entonces, como antes

Pre, [E,,=ul =Pr, [E =gl
y también
PrplE, =ul=Pr  [E =2] =0.

Luego, u y z son evidencialmente equiva-
lentes.

Por esto, es ficil calcular que el conjun-
to de rechazo determinado por x para K,
contiene sélo a x y a las dos sucesiones con
s6lo unos, digamos 1, v ceros, digamos 0:
tenemos, de acuerdo a la Definicién 2,
que

z < 10, 112 ¥ Prmm

E,, []l<Pry,, B, =

K12 [

Asi, es claro que solo x, 0, 1 < x. Por

tanto

10, 172

R = {x, 1, O}.

10, 1/2, x

Luego

[E,c R = 3 (1/2)¥,

Kliﬁ 10, 172, x]

que es muy baja. Por lo tanto, de acuerdo a
nuestra regla de rechazo, estamos justifica-
dos en rechazar K . como es intuitivamente
natural.

Ejemplo 5. Como otro ejemplo, considére-
se las mismas hipétesis alternativas de la
moneda con cargas diferentes, K,y la ma-
quina que produce x, H, pero ahora con el
experimento Fr. Supongdse que el limite de
la frecuencia relativa de caras en la sucesidn
producida por la maquina es 1/2. Fr no es
un experimento discriminante para estas al-
ternativas: no hay ningiin conjunto A de
sucesiones de resultados posibles de Fr tal
que Fr esté c.s. eventualmente en A, de
acuerdo a H y Fr, no esté c.s. eventualmen-
te en A, de acuerdo a las alternativas. Si
tomamos A como el conjunto de sucesiones
cuya frecuencia relativa converge a 1/2, en-
tonces Fr, estd seguramente (no sélo c.s.)
eventualmente en A de acuerdo a H, pero
también estd c.s. eventualmente en A, de
acuerdo a K,,. Considérese otro conjunto
como nuestro candidato para el conjunto A:
Consista A de sucesiones de posibles fre-
cuencias en n tiradas, r , n € N, tales que
r. es la frecuencia exacta en las primeras n
tiradas de y, la sucesién producida por la
mdquina. En este caso, de nuevo Fr_esta c.s.
eventuaimente en A, bajo H, pero también
estd ¢.g. eventualmente en A bajo K,

Vemos, de estos ejemplos, que la ccms1de-
racion de hip6tesis alternativas es esencial.
Es posible, come lo vimos mads arriba, que’
podamos congiderar todas las alternativas
“razonables”, por ejemplo, todas las alterna-
tivas Kp, para 0 <p <1, p real. Pero, en este
caso, no estamos tomando en cuenta todas
las alternativas logicamente posibles, ya
que, entre otras, la alternativa preducida
por la maquina que mencionamos estaria
excluida.

Una regla simple de aceptacién, que es
conveniente en muchos casos, es:

Regla 4 (Regla dialéctica de acepta-
cion). Sea K, i € I un sistema de modelos
probabilistas. Aceptamos provisoriamente el
modelo KJ,, relativo a K, pare i € I, si todos
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los K, para i # j, han sido rechazados
provisoriamente con respecto « j, de acuer-
do con la Regla 3.

Ademds, no hay experimento discriminan-
te K’ tal que K es rechazado provisoriamente
con respecto a B’ (de acuerdo a la Regla 3).

Esta regla es demasiado estricta para la
practica estadistica, especialmente cuando
hay un ndmero infinito de hipdtesis posibles.
Sin embargo, una regla semejante esta de-
tras de la estimacién por regiones de con-
fianza, pero en este caso, las hipdtesis
inveolucradas son compuestas, esto es, son
clases de distribuciones de probabilidad. Se
discute regiones de confianza en [4, Capitu-
lo XVIII].

Existe la posibilidad que todo K, para ¢

e I, sea rechazado. Supdngase en el caso de
la moneda, por ejemplo, que la hipétesis K,
determina que la probabilidad de cara es p,
y que aceptamos como posibles todos K
paraO<p<1,preal,peronop =16 p=0.
El experimento E_es la sucesién de resul-
tados en n tiradas de la moneda. Supdngase
que se obtiene una sucesién de ceros. En-
tonces, si la sucesién es suficientemente lar-
ga, todas las hipdétesis deberian ser rechaza-
das provisoriamente. En verdad, si se obtu-
viera una sucesidén infinita de ceros, enton-
ces todas las hipétesis deberian ser absoluta-
mente rechazadas. En este caso, llamamos al
sistema insostenible. Entonces, debemos agre-
gar hipotesis al sistema para transformarlo
en sostenible. Por supuesto, como en general
s6lo obtenemos sucesiones finitas, s6lo pode-
mos determinar insostenibilidad provisoria,

Hay otro modo por el cual podemos lle-
gar a la conclusién que un sistema de mo-
delos probabilistas es insostenible. Este es
cuando tenemos dos 0 mds experimentos y
todos los modelos que se consideran posibles
son rechazados provisoriamente en por lo
menos uno de los experimentos.

5. Comparacion con la teoria de
Neyman y Pearson

Veremos c6mo se comparan nuestras re-
glas para el rechazo de hipétesis con los test
de hipétesis de Neyman-Pearson, a través
del andlisis de algunos ejemplos. Aunque mi
Justificacidn de los test para el rechazo de
hipotesis es diferente de las de Neyman-

Pearson, en la gran mayor{a de los casos los
test obtenidos dan casi logs mismos resultados.
Sin embargo, hay diferencias de énfasis y, en
algunos casos, los resultados son divergentes.
Los ejemplos 1, 2 y 3, formulados como un
test para la hipétesis nula K, contra la hi-
potesis compuesta que incluye todas las al-
ternativas indicadas en cada ejemplo, dan
tests similares a los clasicos, pero con algu-
nas diferencias con los que se obtienen de los
criterios de Neyman-Pearson,

Examinemos, a continuacién el ejemplo 4,
considerado como un test de la hipétesis
nula K, contra la hipétesis alternativa com-
puesta, llamémosla oJ, formada por todos los
K, con p # 1/2, 0 < p < 1, mas la hipétesis

que dice que la sucesion de resultados es
producida por la maquina. Las diferencias
entre nuestro test y el test de Neyman-
Pearson que veremos en este caso, son las
mismas, mutatis mutandi, con las que se
producen para los ejemplos 1, 2 y 3.

El test, segtin el procedimiento explicado
en la seccidon anterior, podria ser formulado
de la siguiente manera. Supfngase que se
obtenga el resultado z de E , para un cierto
n. Para fijar ideas, tomemos n = 10. Caleu-
lamos el conjunto de rechazo determinado
por z para K . que llamamos R : este

‘ ’112’ 10, /2, £
conjunto esta formado por u tales que

Pro,, (B, =ul <Pr 1B =zl

mas x, la sucesion producida por la maqui-
na. Computamos 1a probabilidad de este con-
junto R, ..  la que llamamos R, , . Este
es ¢l valor-p del test. Si este valor es menor
que un ¢ pequeio predeterminado, se recha-
za K, Nétese que siz=x,p,, ,, , = {0, 1,
x} y su probabilidad es muy baja, segura-
mente mucho menor que «. Asi, el valor-p
del test da informacién adicional, 1a que estd
claramente justificada de acuerdo a nuestro
procedimiento. Creo que esta formulacién
del test, aunque no es estrictamente la de

.Neyman-Pearson, es de una forma en que

los tests son usados normalmente por esta-
disticos v, también, aparecen asi formulados
en algunos textos de estadistica, por ejem-
plo en [16].

Veamos, ahora, el procedimiento de
Neyman-Pearson (reconstruido por mi) para
la misma situacién del ejemplo 4. Se fija el
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nivel ¢, el tamario del test. En la teorfa de
Neyman-Pearson se escoge el test de tama-
fio o que es uniformemente més poderoso,
UMP, o si no hay un tal test, uno que sea
uniformemente mas poderoso entre los
insesgados, UMPU. Ya que en este caso no
hay UMP, escogemos uno UMPU. Por tan-
to, se elige un conjunto S, de sucesiones de
10 resultados tal que
Pry . [E e S]l<a,

Pr [E, e S 2Pry, [E e S)

para cualquier hipétesis K en la alternati-
va <, v, ademas

PrplE,e S]zPr, [E e C],
para cualquier If. e J y cualquier C tal que
Prp,[E ,eCl<ay
Pr B, e Cf 2B . [ e 0.

para cualquier K ¢ J,

Si el resultado obtenido z estd en S, se
rechaza K,y si no, se acepta. Es claro que
el conjunto S debe contener x. Adems4s, se
calcula el minimo nimero § tal que

1 1
PrKlﬂ [|Frm —E} ?..5] 50'.—2—13.

Se agregan a S, todas las sucesiones cuya
frecuencia relativa de caras es mayor o igual
que 1/2 + & 0 menor oligual que 1/2 i- .
Sila Pry,, (Fr - “2* | =48] Sa—z—m ,
podriamos tener que agregar algunas de las
sucesiones con una de las frecuencias inme-
diatamente més cercanas a 1/2 (pero no po-
driamos agregar todas esas sucesiones, por-
que en ese caso nos pasariamos de o) para
aproximarse lo mas posible al nivel o. Me
parece que ésta es una caracteristica inco-
rrecta del punto de vista de Neyman-
Pearson'. La razén para considerarla inco-

'* Una discusidn de este problema desde el punto
de vista de los tests “randomizadoes”, que es similar a
la situacién que discutimos aqui, aparece en [4, Capi-
tulo XIX, 3].

rrecta es que la eleccidn entre las sucesio-
nes de las frecuencias indicadas que se
agregan a S, es arbitraria. Todas estas su-
cesiones dan la misma evidencia a favor o
en contra de K ,, por lo que o se deberian
incluir todas o, ninguna.

Salve por este tiltimo punto, el test es simi-
lar al nuestro. La tnica otra diferencia es que
no se ve muy justificado el uso de los valores-p,
en este contexto.

En el caso del experimento Fr usado en el
ejemplo 5 para este mismo test, parece que tam-
poco en el caso de Neyman-Pearson existe un
test adecuado, esto es, un test UMPU.

Veremos ahora cjemplos de Gillies, [8, pags.
204, 205], discutido en [4, Capitulo XIX, 1], que
ereo que muestran que los criterios de Neyman-
Pearson no son intuitivamente adecuados,

Supdngase que estamos haciendo un test para
la hipétesis nula H que la variable aleatoria X
tiene distribucién uniforme con densidad

1 .
2 fids {—2-,para—1$x£ 1
: =

0, en los otros casos,

contra las alternativas

2

1 .
—g para-1<x<-l+eyl-e<x<],
flx)=
0, en los otros casos,

donde 0 < £ < 1. Aqui, el problema es de hacer
un test de € = 1 contra las alternativas 0 < ¢ <
1. La Fig. 1 muestra las distribuciones.

Segin la teoria de Neyman-Pearson, si
fijamos

S, =-1,-1+a Ul-al],

entonces S, es un test UMP (uniformemente
mas poderoso) de tamano o. Este resultado no
parece intuitivamente correcto, porque, como 1a
hip6tesis nula, H, es de una distribucién uni-
forme, ningin resultado en el intervalo [-1, 1]
deberia ir en contra de ella. Nétese que estamos
considerando un experimento algo artifical con
un sélo resultado. Si nuestro experimento fue-
ra una sucesidn de resultados, la situacion
geria muy diferente.

Analicemos, ahora, este ejemplo de acuerdo
& mig principics. En primer lugar, ningtn par
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Figura 1.- El primer ejemplo de Gillies

de resultados diferentes son evidencialmente
equivalentes. También, el conjunto de rechazo
para f,, determinado por cualquier resultado, es
el intervalo entero (-1, 1], porque todos los re-
sultados son equiprobables. Asf, no hay experi-
mento discriminante. Ademas, el conjunto S, no
es un conjunto de rechazo, y, por lo tanto, el test
no esta justificado.

Un analisis similar puede darse para el
segundo ejemplo de Gillies, en el que se con-
sidera como alternativas a f| las distribucio-
nes con densidades

1
*2~5, para -8 < x £ 8
0,

donde 0 < & £ 1, dada en la Fig. 2.
En este easo, el conjunto

£, () =

en los otros casos,

S =[-8, 8]

es un test UMP. Como en el otro ejemplo, el
conjunto de rechazo para f, es el intervalo
entero, y, por lo tanto, éste no es un buen test
seguin mis principios.

®-

ol

——

L L

-1 ~14£

Figura 2.- El segundo ejemplo de Gillies
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