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INTEGRALES SINGULARES Y OPERADORES.
SEUDODIFERENCIALES - HISTORIA Y PERSPECTIVA

por Alberto P. Calderén

En primer lugar quiero hacer puablico mi agradecimiento por la
honra que significa para mi el haber sido elegido miembro de nimero
de esta Academia. Esto se debe, sin duda, a una muy generosa evalua-
cion de mis méritos.

Quiero hablarles de un tema al cual he dedicado gran parte de
mis esfuerzos, a saber, el de las integrales singulares, y tratar de hacer
comprender su razén de ser a los no especialistas y tal vez, aun, a culto-
res de otras disciplinas no matemdticas.

Para lograr ésto es necesario hacer comprender la relacion de las
integrales gsingulares con los operadores diferenciales e integrales. Por ello

. comenzaré explicando éstos, describiendo sus propiedades méas salientes

y su importancia. Daré por conocidas las nociones matematicas de
derivacién e integracién y a partir de éstas, utilizando un lenguaje mas
sugestivo que preciso, intentaré dar una visién suficientemente clara
del tema que nos ocupa. Luego describiré brevemente el origen y evo-
lucién de estos conceptos y elio me obligara —me disculpo por esto
ante mis oyentes no matemdticos— a entrar en detalles téenicos.

La derivacion es la operacion que aplicada a una funcién de una
variable da otra, su derivada, zue en cada punto tiene por wvalor la
pendiente de la tangente a la grafica de aquélla en el punto correspon-
diente. Las derivaciones parciales son las operaciones que se obtienen
fijando todas las variables menos una de una funcién de varias variables,

'y aplicando [a operacion anterior. Un operador diferencial, u opera-

cion diferencial, es el que se obtiene combinando las derivaciones con
oiras operaciones, en general algebraicas, como suma, producto, multi-
plicacién por funciones, ete. .

Una ecuacién diferencial prescribe el resultado de aplicar un ope-
rador diferencial a vna funcién incognita.

Aparte de su interés puramente matematico, el estudio de los ope-
radores y ecuaciones diferenciaies es importante por su aplicaciéon a
otras disciplinas.

En efecto, por ejemplo, una proporcién elevada de las leyes de la
fisica se formulan mediante ecuaciones diferenciales en que las incég-
nitas son las funciones que describen los efectos de causas dadas.



Veamos ahora algunas de las propiedades de estas operaciones dife-
renciales. Una de ellas es su caracter local, es decir, el resultado en un
punto de aplicar un operador diferencial a una funcion sélo depende
de los valores de ésta en una vecindad arbitrariamente pequefia del
mismo. Esto se comprende facilmente si se piensa en la pendiente de
la tangente a su grafica en ese punto. Ella, evidentemente, sélo depende
de los puntos de la grafica arbitrariamente proximos a aquél

Fisicamente esto significa que los operadores diferenciales descri-
ben acciones por contigiiidad.

Otra caracteristica de los operadores diferenciales es su inestabi-
lidad o discontinuidad. El resultado de aplicar un operador diferencial a
una funeién puede sufrir grandes cambios si se cambia ¢ modifica ésta,
aun si su modificacion es muy pequeiia. Nuevamente, esto se compren-
de si se piensa en la grafica de la funcion. Muy pequeiias modificacio-
nes de la gréafica pueden producir grandes cambios en las pendientes
de las tangentes, y es interesante destacar que esto ocurre cualquiera
que sea practicamente el modo cuantitativo o cualitativo gue se adopte
para medir o estimar estos cambios. Esto ocurre a menos de restrin-
girse a clases de funciones que son insuficientes para tratar los proble-
mas de mayor interés., Esta inestabilidad es una de las causas mas
“importantes de Ja dificultad del estudio de estos operadores.

Entre los operadores diferenciales hay una clase de ellos de parti-
cular importancia, a gaber, log lineales. Ellos aparecen en el estudio
de fenémenos en los que vale el principio de superposicion, es decir
en log que a suma de causas corresponde suma de efectos. Estos opera-
dores son sumas de productos de funciones dadas —los coeficientes—
por derivadas, o derivadas de derivadas, etc. de la funcién sobre la
cual operan, y poseen un caleulo funcional aproximado. Los calculos
funcionales consisten en asignar a cada operador un ente matematico
sencillo, en nuestro caso el polinomio caracteristico del operador dife-
rencial, de modo gue & la suma y aplicacion sucesiva de aquéllos corres-
ponda suma y multiplicacion de éstos.

En nuestro caso, el calculo funcional de polinomios caracteristicos
estd sin embargo sujeto a severas limitaciones que afectan su utilidad
puesto que, por un lado los operadores diferenciales no pueden com-
ponerse, es decir, aplicarse sucesivamente, con libertad y por otro, cier-
tas operaciones importantes como la inversiéon no son posibles con poli-
nomios.

Pasemos ahora a describir brevemente los operadores integrales
y algunas de sus propiedades. Estos se obtienen por integracién de
expresiones que contienen Ja funcidn sobre la cual operan, y combi-
nando esto con ofras expresiones en general algebraicas que contienen
aquéllas. Entre éstos los lineales son aquellos para cuales que vale el
principio de superposicién, o en que las expresiones que aparecen son
lineales en la funcién. Fisicamente ellos describen acciones a distan-
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cia como, por ejemplo, los que dan el potencial gravitatorio o el campo
gravitatorio en funcion de ia distribucién de masas.

Estos operadores tienen propiedades opuestas a las de los opera-
dores diferenciales. Son continuos o estables con respecto a muchos
modos (topologias) naturales de medir ¢ estimar cambios de las fun-
ciones y, en general, carecen de calculos funcionales sencillos.

Los operadores integraies singulares pueden ser concebidos como
entes hibridos o intermedios entire log diferenciales y las integrales.
Son operadores integrales lineales en que las expresiones a integrar
dan lugar a integrales divergentes, es decir, sin sentido como integra-
les ordinarias y a las cuales es necesario definir como limite de infe-
grales comunes. Méas especificamenfe, las expresiones a integrar tienen
el orden de magnitud de la inversa de la distancia a un punto elevada
a la dimensién del espacio o niimero de variables de las funciones sobre
las que se opera, lo que lag sitda justo al borde de la integrabilidad.
Esto hace de ellas operadores semilocales, es decir, hay acciones a dis-
tancia, pero la accién sobre un punto estd dominada por la de puntos
arbitrariatmente préximos.

Lo interesante de estos operadores es que comparten las buenas
propicdades, algunas de ellas mejoradas, tanto de los operadores cife-
renciales como de los integrales, es decir, son continuos con respecto
a muchos modos naturales de medir diferencias entre funciones (topo-
logias), se pueden aplicar sucesivamente con plena libertad y poseen
un caleulo funecional muy general, sencillo y flexible. '

Hste consiste en asociar a cada operador una funcion de un punto
y una direccion, Hamada simboio del operador, de modo que a suma
de operadores corresponda suma de s‘mbolos y a aplicacién sucesiva
de operadores corresponda el producto de simbolos. También los rasgos
mas prominentes del operador estan dados por su simbolo y éste deter-
mina aquél a menos de otro que tiene muy buenas propiedades y qgue
en muchas situaciones se puede no tener en cuenta o bien manipular
sin dificultad. Por ultimo, ecada funcién de punto y direccién modera-
damente lisa o regular es el simbolo de un operador. Todo esto hace
de los operadores integrales singulares un instrumento flexible y de
manejo relativamente facil.

-Finalmente, estos operadores tienen una propiedad mas en la
cual, dadas las propiedades ya descriptas, radica su importancia. KEsta
es la siguiente:

Todo operador diferencial lineal se puede obtener como composi-
cién, es decir aplicacion sucesiva, de dos operadores  siendo uno de
ellos una potencia de un unico operador diferencial, a saber el lapla-
ciano, y el otro un operador integral singular cuyo simbolo esta dado
por el polinomio caracteristico del operador diferencial evalnado en el
punto de la esfera unitaria que determina una direccién.
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Esta descomposicion de los operadores diferenciales lineales log
inserta en una clase mas amplia de operadores que son las composi-
ciches que -acabo de describir y facilita enormemente su manipula-
cion. A los operadores de esta clase se los llama ahora pseudo-diferen-
ciales y su uso a permeado ia teoria de las ecuaciones en derivadas
parciales lineaies. ’

Ne quiero terminar esta descripcion - de los operadores integrales.
singulares y de su insercién ea las Matematicas sin destacar que casos
especiales de ellos aparecieron espontineamente en otros capitulos de
esta disciplina sin relacién directa o, al menos, relacionados en forma
distinta a la va deseripta con los operadores diferenciales.

Kl ejemplo tal vez mas importante de ésto es el de la transforma-
da de Hilbert que estd dada por el operador integral singular méas sen-
cillo y que juega un papel importante en la teoria de funcicnes anali-
ticas. Otro ejempio son las ecuaciones integrales singulares gue apare-
cen en el estudio de problemas de contorno para la ecuacién de Lapla-
ce en el plano mediante potenciales de capa.

Me.excuso de entrar ahora en defalles de ésto pues lo haré al des-
cribir la historia del tema. Pasemos ahora a hacer un esbozo del desa-
rrollo de la teoria. _

La nocién de valor principal de una integral divergente, que es
la que se usa en la definicion de los operadores integrales singulares,
fue introducida en el caso de uita variable por Cauchy. Si una funcion
no es integrable porque su valor crece demasiado al aproximarse a un
punto, se excluye un intervalo centrado en ese punto, se integra sobre
el resto y se pasa al limite haciendo tender la longitud del intervalo
a cero. Si la contribucién de los valores grandes positivos de la funcién
se compensa adecuadamente con la de los negativos, el I‘mite existe
y éste es lo que se llama valor principal de la integral.

En el caso de funciones de varias variables se excluye una bola
centrada y se aplica un procedimiento semejante.

Los signientes problemas planteados por Hilbert, Plemelj v Poin-
caré parecen ser la primera fuente del estudio de las integrales sin-
gulares,

Sea 0 un recinto acotado del plano complejo simplemente conexo
cuya frontera T es una curva lisa o regular, vy Q. el recinto comple-
mentario, entonces los problemag son:

a) Encontrar una funcién analitica (F(z) = u + iv en 0 de modo que
ua + vb = f en T donde a, b y f son funciones reales sobre T (Hil-
bert 1904. )

b) Encontrar funciones F y G analiticas en © v Q. respectivamente,
de modo que F — f G en 'T donde f es una funcién de valores com-
plejos en I (Hilbert 1905).

¢) Encontrar F y G como en b) y con G — 0 en 4l infinitc de modo
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que F — G = f en I donde ahora f es una funcién de valores com-
plejos T dada (Plemelj 1908).

=

T e L7
d) Encontrar una funcién u arménica en @ de modo que — —= f en T
) w

donde v es un campo de vectores dado sobre I' transversal a I' y f es
también una funcién en I' (problema de la derivada oblicua) (Poin-
caré 1910).

En todos estos problemas al hablar de valores en T de funciones
en @ o O estamos refiriéndonos a los limites que se suponen exis-
tentes de los valores de aquéllas al aproximarse a puntos de T.

La solucion dada ai problema ¢) por Plemelj muestra claramente
como intervienen las integraies singulares en ellos. Consideremos la si-
gulente integral sobre la frontera

1
f(s-z)*‘ @ {(s) ds
- 21*1

5

donde @ es una funcién sobre [, z es un punto da Q, o Q. que nos da
una funcion analitica T en Q y otra G en Q. que tiende a cero en el
infinito,

No es dificil ver que, si @ es una funcién que satisface una con-

dicion de Holder entonces estas funciones tienen limites en T que estin
dados por

F () = =g (1) po o)
= — + V. p.
2 21 p-. I' s—t
& @ 1 _— . & (8) q
= == Ze V. . e oy
2 1 p-. T s—t

donde la integral en el miembro derecho de estas expresiones es una
integral singular que tiene sentido como valor prinecipal. Esto resuelve
el problema c}, tomando simpiemente @ (s) = f (x). El operador

L@ (s)
vV.Dp. J

H =
(E2) ) 7 i "I st

S

que en el caso en gue Q es un semiplane, es llamada transformacion
de Hilbert, tiene la propiedad, también facil de deducir, que H* = I, la
identidad, es decir que H es su propia inversa.

Los otres problemas llevan por métodos semejantes a resolver una
ecuacion integral singular T de 1a forma

a(t)y g (t) + b () (He) ) + Ko = (1)
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donde las funciones a, b y T son funciones dadas y X es un operador
integral ordinario. Dado que H? = 1, se puede intentar resolverla multi-
plicaindola por a—bH, lo que da

(a>-b?) @ — b (Ha—aH) @ — b (Hb-bH)Ho + (a—bH)Kg@ = (a-bH)f
Si a’—b? = 0, dividiendo por esta funcién se obtiene la ecuacion
3 + Ko =1,

donde si a v b satisfacen una condicién de Hélder, K. es un operador
integral ordinario v asi se puede aplicar a ésta log métodos de la teoria
de Fredholm. Esto plantea inmediatamente algunos interrogantes, por
ejemplo:

1) ¢En qué clases de funciones esta bien definido el operador H?
No es demasiado dificil ver que éste estd bien definido sobre
Ias clases de Holder v que opera continuamente sobre éstas (Pri-
valoff 1916). ;Pero qué puede decirse de otras, como las clases
de Lebesgue?

2) ¢Qué propiedades tienen los conmutadores Ha—aH, Hb—bH?

3) ;Se introducen falsas soluciones al multiplicar por a—bH?

4) ;Qué significado tiene la condicién a2 b* = 07

5) Es posible generalizar este método a varias variables para tra-
tar problemas semejantes al d), en espacios de dimension supe-
rior a dog?

6) ;:En qué medida es posible relajar las condiciones de rvegula-
ridad que se pide de T? _
Es probable que estos problemas hayan sido la fuerza motriz
que produjo el desarrollo de la teoria. También vale la pena
destacar que, si bien los problemas planteados por Hilbert, Ple-
melj v Poincaré son problemas de ecuaciones en derivadas par-

ciales, la relacién general entre los operadores integrales singu-
lares v los diferenciales no se insinta en ellos.

El problema 1) fue resuelto por M. Riesz en 1928, guien usando '
la intima relacién entre H y las funciones analiticas, demostré que H
estd bien definido v es continuo en las clases de Lebesgue Lr. También
A. Besicovitch (1926) y E. C. Titchmarsh (1929) introdujeron méto-
dos de variable real en su estudic. El primer intento de generalizacién.
a varias variables del operador H fue el de F. G. Tricomi en 1925 y 1928
quien considerd operadores de la forma

Tf = vpp. f h (x—y) T (y) dy
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sobre funciones de dos variables en el plano, donde h(x) es una funcién
homogénea de grado —2 y dio un método para construir otro operador S
del mismo tipo tal que ST = I. Esto lo logré reduciendo el problema
al de una ecuacion integral singular de una variable. Sin embargo no
dio una condicién sencilla para la posibilidad de solucién del mismo
semejante a a*—b* = 0 de 4).

La siguiente contribucién importante fue la de G. Giraud quienh
abordé el problema de generalizar el método de las integrales para el
estudio del problema d) de Poincaré en el cago de dimension superior
a dos. En un trabajo en 1934 estudio operadores integrales singulares
sobre variedades, mostrd su invariancia por cambico de eoordenadas, su
continuidad en espacios de H@lder y en algunos casos logré la reduecion
de ecuaciones singuiares a ecuaciones de Fredholm pero aqui también
falté una condicién simple para la posibilidad de esta reduccién. Esta
condicion fue dada por S. G. Mihlin en 1936 quien mostrdé que si al
operador '

- Tt=v.p. fh (x—y) f (y) dy

considerado por Tricomi se le asocia la funcién a.y. eing, gue él llamé
simbolo, donde las y, son ciertas constantes y Sa, e®fd es la serie de
Fourier de h (e'd), es decir la restriccién de h a la circunferencia uni-
taria, entonces el simbolo de la composicion de dos operadores de este
tipo es el producto de log simbolos correspondientes.

Con esto resgolvio el problema de inversion de estos operadores y
de la reduccién de ecuaciones integrales singulares a ecuaciones de Fred-
holm. Giraud generalizé inmediatamente este resultado al caso de m
dimensiones utilizando desarrollog en serie de arménicos esféricos. Sin
embargo, la naturaleza del simbolo siguié siendo misteriosa hasta 1952
en que queddé aclarada, al menos en el caso de operadores del tipo es-
tudiado por Tricomi, es decir de convolucién. Si consideramos el ope-
rador sobre funciones de n variables

Tf = v.p f k (x—y) £ (y) dy + cf
Rn

donde k(x) es una funcién homogénea de grado —n de valor medio
cero sobre la esfera |x| = 1 ¥ ¢ una constante entonces el simbolo no
es mas que ¢ mas la transformada de Fourier de k(x). Motivados por
el estudio de las propiedades de diferenciabilidad del potencial newto-
niano el Profesor Zygmund y yo fuimos llevados a estudiar estos ope-
radores y logramos no s6lo comprender la nocién de simbolo sino tam-
bién mostrar que estos operadores tienen sentido en los espacios de
Lebesgue LP ¥ son continuos en ellog si 1 < p < o. También logra-
mos una comprension clara de las propiedades de diferenciabilidad del
potencial. Estos resultados fueron extendidos posteriormente a las seolu-
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ciones de ecuaciones y sistemas elipticos por Amon Douglis y Nirenberg
{1959) v el Prof. Zygmund y yo (1965).

Ese trabajo de 1952 estimuld el interés en los operadores integra-
les vy a partir de entonces hubo una renovada actividad en el tema.
Asi, por ejemplo, se logrd reduciv el estudio de las propiedades de con-
tinuidad del operador

Tf = ax)I ) + v.p. fk(xx—y) {(y)dy
Rn

donde k(x,z) ez una funcién homogénea de grade —n de valor medio
nulo en |z| = 1 al caso de ia transformada de Hilbert (1956), em-
pleando el lNamado método de las rotaciones que es aplicable en otras
gituaciones de interés. '

Poco después, en 1957, en un intento por extender al easo de n
variables el resultado de Carleman sobre la unicidad de las soluciones
del problema de Cauchy para las ecuaciones y sistemas diferenciales
de dos variables en el caso no analitico se tomé conciencia de que un

[r] . e
operador diferencial monomio (3/2x) es expresable como composicidon

o 2

de un operador integral singular vy una potencia &~ dellaplaciano.

Hato se ve inmediatamente fomando transformadas de Fourier y =e
extiende también inmediatamente al easo de operadores diferenciales li-
neales con coeficientes variables que se representan entonces como la
composicién Tam”2 donde m es el orden del operador, A el laplaciano y

Tf = a(x)f(x) 4+ vp.f kixx-—y}f{y)dy + REf

Aqui el operador R que se agrega a los operadores considerados ante-
riormente, es uno que al operar por ejemplo sobre una funcién de L2,
si los coeficientes del operador diferencial son suficientemente regula-
res, nos da una funcién de L» con derivadas primeras en 1.2, por lo
que se lo llama regularizante. Se mostré entonces que estos operadores
forman un algebra en que los simbolos

o(T) = a(x) + vp.f k{xz) ¢ dz

son aditives y multiplicatives (1957).

Esto permite manipular fécilmente la parte principal de estos ope-
radores, que estd dada por sus simbolos, v reducir sistemas de ecuacio-
nes a sistemas de primer orden, diagonalizar las partes principales de
matrices de operadores, etc. La primera aplicacién de este instrumento
fue la extensién del resultado de Carleman (1958). Poco después se
obtuvieron otros resultados en la teoria de ecuaciones diferenciales, por
ejemplo, el tratamiento de la teoria de Leray de los sistemas total-
mente hiperbdlicos por este método (1960), la descripeion de los datos
de Cauchy en la frontera de soluciones de una ecuacién o sistema elp-
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tico homogéneo en un recinto como la imagen de datos de Cauchy gene-
rales por un operador de proveccién que estd dado por operadores
integrales singulares (1963) v que permitiéo un tratamiento unificade
de log problemas de contorno de sistemas elipticos generales. En esto
nitimo se usaron los resultados de la tesiz doctoral de R. T. Seeley
(1952) en la que se extiende a variedades compactas la teoria de ope-
radores en el espacio euclideo, ¥y en la que se aclara definitivamente
el concepto de simbolo en el caso mas general como una funcién sobre
el fibrado cotangente a la variedad.

Este trabajo de Seeley tuvo también otras consecuencias muy im-
portantes, entre ellas, tal vez la mas importante, fue la solucion del
problema del indice de sistemas elipticos sobre variedades compactas y
de su interpretacion topolégica, planteade en su méxima generalidad
por Gelfand en 1960 y resuelio por Atiyvah y Singer quienes usaron el
instrumental introducide por Seeley para demostrar su famoso teorema
del indice (1963). Fste problema se originé con el estudio del efecto de
multiplicar una ecuacién integral singular sobre una curva plana por
a-bH, cuéitién mencionada al principio de esta resefia histérica.

F. Noether noté que esta multiplicacion puede efectivamente intro-
ducir soluciones extrafas, hecho que Poincaré habia pasado por alto, ¥
resolvié el problema calculando el indice del operador a-bH, que es la
codimension de la imagen del mismo menos la dimension de su espacio
nulo, que coincide con el niamero de vueltas que da el vector (a 4 b)/
{(a—Db) en torno al origen al recorrer la curva T (1921). Entre la
aparicion del trabajo de Noether y la solucién definitiva y general del
problema por Ativah y Singer casos especiales fueron resueltos por
Atkinson, Gohberg, Krein, Kato, Cordes y Labrousse.

Estas novedades interesaron vivamente a la comunidad matematica
y causaron un forrente de importantes generalizaciones y refinamientos
a los cuales, dadas su cantidad y complejidad, me es imposible hacer
justicia en esta breve exposicién, Mencionaré solamente algunas de ellas
y terminaré describiendo méas en detalle un desarrollo de data mas re-
ciente que tiene interés especial para mi. Entre esas generalizaciones
es necesario destacar:

i) La extensién de la teoria a operadores con nticleos con homoge-
neidad mixta por Fabes, de Guzman, F. Jones, Riviere con vista
al estudio de operadores de tipo parabdlico y afines.

i1}y La teoria de los operadores pseudo-diferenciales de Kohn y Niren-
berg con el estudio complete de su calculo funcional mediante el
llamado simbolo completo del cual el simbolo deserité anteriormente
es sblo parte.

i1} Las generalizaciones de esta dltima teoria de Hérmander, Beals
C. Fefferman con vista entre otras cosas a la obtencion de estima-
ciones subelipticas.
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iv) La teoria de los operadores integrales de Fourier de Duistermaat
vy Hormander que permite la aplicacién rigurosa de métodos de la
optica geométrica a las ecuaciones en derivadas parciales.

v) La teoria de pesos, iniciada por B. Muckenhoupt y su aplicacién
a la teoria de integrales singulares.

vi) La teoria de operadores integrales singulares sobre funciones de
valores vectoriales de Benedek, Hormander, Panzone, J. Schwartz
¥y mia, que permite reducir la teoria de Littlewood-Paley a la de
integrales singulares,

‘Es necesario destacar que, tal vez por su refinamiento, algunag
de estas teorias exigen para su aplicacién a operadores diferenciales
que estos tengan coeficientes infinitamente diferenciables y que los re-
cintos donde se plantean problemas de contorno tengan fronteras regu-
lares. Como en muchos casos de aplicacién esto no se da, éstos quedan
fuera de su alcance. Esto ocurre, por ejemplo, en la practica ingenieril
donde a.weces es necesario resolver problemas de contorno en recintos
con aristas, vértices, etc. Ello estimulé el estudio de las hipétesis mini-
mas de regularidad de los coeficientes para que los operadores R que
mencionamos anteriormente y que llamamos regularizantes, efectiva-
mente lo sean, y las condiciones sobre la frontera del recinto 0, men-
cionado al principio de esta resefia, para que el operador H sea continuo
en L2 El primero de estos problemas se reduce al estudio de las condi-
clones necesarias y suficientes sobre una funcion a(x) para que el
conmutador Ha-aH sea regularizante, o, equivalentemente, para que el
operador

+o  a(t)-a(s)
v.p. J f(s)ds
—0 (t—s)*

sobre funciones sobre la recta real sea continuo en 12 Hste problema
fue resuelto en 1965 utilizando la teoria de funciones analiticas y mos-
trando la continuidad de operador si a(x) es meramente lipschitziana.
Esto permite extender la teoria de integrales singulares de modo que
sea aplicable a operadores diferenciales con coeficientes lipschitzianos.
Resultados sobre operadores diferenciales con coeficientes menos regu-
lares, como los de di Giorgi y Nasgh sobre la regularidad de lag soluciones
débiles de ecuaciones elipticas con coeficientes meramente acotados, pa-
recen estar completamente fuera del alecance de la teoria, salve, como
lo hizo notar Vekua, en el caso de dos variables. o

El estudio de ciertos problémas de contorno en recintos con fron-
teras lipschitzianas mediante potenciales de capa, se reduce al estudio
de la continuidad de ciertas integrales singulares sobre la frontera gue
a su vez se pueden reducir al estudio del operador H sobre graficas de
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funciones lipschitzianas. De ahi el interés de este operador que es justa-
mente la integral de Cauchy sobre estas graficas, y que se puede es-
cribir asi '

+oo . f(s)ds

v.p. |
o (t-s) +ifa(t)—a(s)]

donde la grafica es la de la funcién a (t). Si ]a’(t) | <1-¢ entonces el
nficleo de esta integral se puede desarrollar en la serie

[a(t)—-a(s) ]
0 {t--g) =1

(_i)k

N 8

Ik

El segundo de estos nticleos da un operador acotado en L?, como vimos,
pero el método usado para mostrar ésto no es de ninglin modo aplicable
a los demds. Estos fueron estudiados por Coifman y Meyer, quicnes en
1977 lograron al fin mostrar que también ellos dan operadores acota-
dos en L2 pero desgraciadamente su estimacién de las normas corres-
pondientes no permitié sumar la serie. Por otro lado, si se multiplica
a(x) por un pariametro real x vy se deriva respecto de A, se obtiene el
operador

4w a(t)—a(s)
vp. [ f(s)ds
—o  [Ht—ws) +ifa(t) —a(s)]Al?

cuyo nicleo se asemeja al segundo término de la serie, y el método
usado para tratar a éste es aplicable en este caso y da una estimacion
de su norma en funcién de la del operador

+ o 1
v.p. S f(s)ds
—w  (t—8) + irx[a(t) —a(s)]

Esto da una desigualdad diferencial para la norma de éste como
funcién de ), y éste para x = 0, se reduce a la transformada de Hilbert.
Asi se pudo mostrar, al fin, que la integral de Cauchy sobre graficas
de funciones de Lipschitz es acotada en L2, al menos si la derivada
a2’ (x) es suficientemente pequefia. Esta restriccion sobre a’(x) fue eli-
minada poco después por David v Coifman, Meyer y MeIntosh.

David también obtuvo una condicién sencilla necesaria y suficiente
para el operador H sobre curva sea acotado en L* a saber la curva
debe ser casi-lipschtziana, es decir su interseccién con un disco cualquiera
debe tener longitud menor que una constante por el radio del mismo.
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También J. L. Journé y T. Murai mejoraron v generalizaron estos re-
sultados. En 1985 Murai mostré que el operador

o+ i ’ a{t) —a(s) |
v.p. [ exp | in f(s)ds
05— t—s i t—s

tiene una norma del orden de n'2+e ¢ > 0 v que este exponente es
optimo. De esto se deduce que el operador

v.p. f
—ot X—Y

+oo 1 a{x) —a(y)
F( )f(y)dy,
X—y

es acotado s1 F es de la clase de Sobolev H,e.

Aln quedan algunas cuestiones pendientes en esta area que, si se
resuelven favorablemente permitirdn profundizar y generalizar los re-
sultados ya obtenidos sobre problemas de conterno, Una de ellas es, por
ejemplo, eéstudiar el Algebra generada por log operadores que aparecen
naturalmente en el estudio de esos problemas y averiguar si ella posee
un caleulo funcional sencillo semejante al del simbolo.

Muchas gracias.
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