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GENERALIZACION DE UN TEOREMA
DE EXTRAPOLACION *

- pox Oswvalde N. Capri

Sefior Presidente de la Academia de Cilencias Exactas, Fisicas y
Naturales, Dr. Andrés Stoppani, Sefiores Académicos, Sefioras y
Sefiores:

_ Agradezco vivamente a esta Academia la prestigiosa distincion que,
a pesar de mis limitados méritos, me ha otorgado. Me siento muy hon-
rado por ello y a la vez comprometido a infensificar mi trabajo con el

- - ¥  a - rd -
-fin de lograr una mejor -y mayor produccion cientifica.

En esta circunstancia tan grata para mi quiero evocar con emocion
y gratitud a la personalidad omnipresente de mi querido maestro, el
Dr. Alberto Gonzalez Dominguez. E! fué quien. guié mis primeros pasos
en ¢! estudio serio del Analisis Matematico Superior, y quien supo trans-
mitirme el fervoroso entusiasmo con que abordaba el planteo y la reso-
lucién de los problemas que surgian del estudio y de la investigacién. A
él le debo 1a direccién de mi tesis doctoral y la iniciacién en la investiga-
cién matematica.

Agradezco las palabras del Sr. Académico Ing. Rogue Scarfiello. Sus
apreciaciones eclogiosas sobre mi persona han sido motivadas por el he-
cho que él, como profesor, ha contribuido a mi formacion profesional y
sobre todo a la gran amistad, de larga data, que media entre ambos.

A continuacién expondré el tema enunciado “Una generalizacion de
un teorema de extrapolacion”.

Una generalizacion de un teorema de extrapolacion

E] matematico japonés 'S. Yano demostré en 1951 (J. Math. Soc.
Japan, 3 [1951], 296-305) que si T es un operador lineal tal que
T : Lr{a,b) — Lr (a,b), para todo 1< p<2,
donde (a, b), es intervalo finito de la recta, y tal que

B .
T, < ~——— |Ifll, , para todo 1<p<2
- -

* Premio Alberto Gonzilez Dominguoez, Trienio 1982-84 (D’a 25 Octubre de 1985).
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donde B > 0y « > () son constantes, entonces

@O ST dx< e 4o ] f () (og £ (x) ) d,

En realidad esto no es el enunciado primitivo del teorema de S.
Yano, sino una versién perfeccionada del teorema original debida a A.
Zygmund.

Es de hacer notar que las constantes ¢; y ¢, que aparecen en la f6r-
mula (1) dependen de manera complicada (no lineal) de la medida del
intervalo (a, b). Esto es un inconveniente serio si se quiere extender el
teorema al intervalo infinito.

En un trabajo, en colaboracion con el Dr. Norberto A. Fava, hemos
logrado estimaciones mas precisas que las obtenidas por Yano y por
Zygmund, lag que nos han permitido extender el teorema anterior a espa-
cios de medida o-finita obteniendo el siguiente teorema.

Teoremd de Extrapolacién

Sean (X,u) ¥ (Y,v) dos espacios de medida o-finita. Con S designamos
al espacio de las funciones simples integrables del espacio X y con M al
espacio de las funciones medibles del espacio Y. Seax T: S—=M un ope-
radoyr sublineal tal que

B
(2) HTE ||, < ——— [ T ls
p-1" |
para todo 1 < p L p,, dorde p,> 1L, B > 0y a > 0.

Entonces, parae todo subconjunte A de Y de medida. v finita se tiene

(3) S ITE[dv<err(A) 4 f1£1[1+ (logt[£])%] du
A

Ademds, para todo \ > 0, se cumple

| T1) «
(4) J | Tf | dv e f | ] |: (]0g+—) ] du ,
[TE ] >0 A

donde ¢, ca ¥ ¢ en las formulas (3) yr (4) son constantes positivas que
- 86lo dependen de p,, B 9 a.

_ St ademds el operador satisface a la condicién
(A) [ TI—Tg| < b|T (f-g) |,

donde b es una constante, entonces T admite una tinica extension conti-

aua al espacio de Orlicz L (1 + _log*L)'-a, y el operador extendido cumple
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los~desigualdades (3) y (4) con las mismas const(mtes que las primi-
tivas.

Hacemos notar que la condicion (A) se verifica autométicamente,
con b=1, si T es lineal o si T es sublineal y positivo.

Cabe sefialar que, mediante la teoria de la integral de Bochner, se
puede generalizar nuestro Teorema de Extrapolacién a operadores sub-
lineales T : S — M, donde S es ahora el espacio de las funciones simples
integrables definidas en X y con valores en un espacio de Banach B; y M
el espacio de las funciones fuertemente medibles definidas en Y que to-
man valores en otro espacio de Banach B..

A continuacién deseribiremos algunas aplicaciones del teorema de
extrapolacién enunciado.

Aplicacion a Operadores Integrales Singulares

Sea

o

(5) TTx) =vp f K&—-y){()dy
_ .

un operador integral singular de Calderén-Zygmund del tipo considera-
do en el trabajo fundamental “On singular Integrals”, Acta Math. Vol
88 (19562) 85-139, donde se supone que el nicleo K{x) es de la forma

K(x) = o) /]|x[

donde © (x) es una funcién positivamente homogénea de grado cero, de
integral nula sobre la superficie de la bola unitaria y fal que

1 e (h)
f 2 sew,
0 t

donde o (t) =supl o) -0 x| =|y]=14L ]x—-y<<thL
Entonces el operador T, definido por (5), es de tipo fuerte (p, p), |

l<p<ew:

HTE L, < Apl[ Tl
y de tipo débil (1,1). De donde resulta, por aplicacién del teorema de
interpolacion de Marcinkiewicz, que existe una constante B tal gue

Bl .
T, < — ,  (1<p<2).
p—ll

Por lo tanto el operador T, que es lineal, verifica la hipétesis (2)
del Teorema de Extrapolacién con « = 1. En consecuencia, de la férmula.
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(3) de dicho temema obtenemos la siguiente relacién bien conomda en
la teoria de integrales mngulares

{(6) STt jde e |[A +ea (0 | E£(x)](1 +1og | (x)]) dx,
' A Re - _
valida para todo subconjunto A de R» de medida | A | finita.
La férmula (6) se cumple asimismo en ¢l caso en que T sea el ope-
rador maximal de Hardy-Littlewood.
 Cabe también sefialar que la relacién (6) vale en el caso gue T sea
un operador integral singular del tipo considerado por A. Benedek, A.
P. Calderén y R. Panzone en el trabajo “Convelution operators on Ba-

nach valued functions” publicado en Proc. Nat. Acad. Sei. TU.S.A. 48
(1962), 356-365.

Aplicacion al Teorema Maximal Fuerte

Sea f(x) una funcién localmente integrable respecto a la medida
de Lebesgue de Ro, es decir una funcién f (x) integrable sobre todo sub-
conJunto acotado de R=», se define

Sf(x) = sup { /-If(Y)ldY}
X R 'R |

donde al tomar el supremo R recorre el conjunto de todos los rectangu-
los n-dimensionales de aristas paralelas a los ejes coordenados que contie-
nen al punto x y donde | R | designa a la medida de! rectangulo R.
El operador 8, asi definido, se denomina el operador maximal fuerte.
S es no lineal, pero es sublineal y positivo. Por lo tanto S satisface a
la condicién (A).

Es facil probar que S estd mayorado por la composicion de n-opera-
dores maximales parciales:

(7) Si(x) < My My,; ... Mii(x),
donde

le(x) = SUup '—[f(taXm""Xn) Idt},x: (Xls---|Xn);
X el 1] J1
donde T es un intervalo unidimensional que contiene al punto x;, y don-
de | ¥| es la longitud de I. Analogamente se definen los operadores
Del teorema maximal de Hardy-Littewood unidintensional se dedu-
cen las siguientes relaciones:
2 -
(8) |{Mf(x)>2)&}l I(x)ytdx (5 = 1,...,n), (A>0)
JIEI >
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- 2W1/p pl/p
9 [ Mf|l, < ————|f][, 1<p< =) (=1..,0).
(p-1re _

Consideremos el operador
(10) Ti(x) = Myi...M; f(x).

Es féyci_l ver que T es sublineal y positivo, lo que' implica T satisface
a la condicién {(A). De (9) vy (10) se tiene que
B '
T[],  —[ifil, (1 < p < 2).
(p—-1)>

Por lo tanto T gatisface a lag hipdtesis del Teorema de Extrapola~
cion con @« = n—1. Por Ia formula (4) de dicho teorema, tenemos

(11} f |TE(x) [dx < ¢ [!f(x)
“inj>/\ L7 R

| f(x) | \ n-1
[ 1+ (log+—-— ) dx,
A
para todo A 2> 0. Por otra parte, de (7) v (lb) tenemos
Sf(x) < M, Tf(x).

De donde, ¥ en virtud de las férmulas (8) y (11), obtenemos

(12)  [ISF(x) >2a% i< TAMTE(R) > 20| <

2
' —/ T (x) | dx
A | Tf| > A

FE(x) | | f(x)}, n-1
2¢ f ———I: 1 + (log ) :l dx.
Re A A

De este modo hemos demostrado el Teorema Maximal Fuerte debi-
do a Jessen, Marcinkiewicz ¥y Zygmund. Estimamos que esta demostra-
cién del Teorema Maximal Fuerte supera en brevedad a todas las cono-
cidas. '

VAN

Generalizacion de] Teorema Maximal Fuerte

En 1984, Richard J. Bagby y Douglas 3. Kurtz demostraron un teo-
rema que generaliza el Teorema Maximal ¥uerte y que enunciaremos
luego de introducir algunas definiciones a tal efecto.
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Una funcidn «(x) > 0,x:R" localmente integrable se dice que
satisface a la condicién A, fuerte, si existe una constante ¢ tal que

1
—_—— f o (x) dx < ¢ inf. esencial »(x),
I R l R X R

donde R es un rectangulo genérico n dimensional de aristas paralelas a
los ejes. '

‘Diremos que una funcién w(x), x = R® localmente integrable, satis-
face a la condicién A, fuerte, 1 < p < w, si existe una constante c

tal que
1 1
( / w(X) dx) (~—— f w (X) ~1/(-1 dx) oL ¢
'R | R iR|JR

donde R es un rectdngulo genérico de aristas paralelas a los ejes.

]

Teorema Maximal Fuerfe Generalizade (Bagby-Kurtz)

St w(x) > 0 satisface a la condicién A, fuerte, entonces

£ |
us({XeRn:Sf(x)>2)t})\<\‘/‘ —_—
|Rn b

f{x) -1 : : .
,: 14+ (log‘f —I_—.—I)n :, o (x) dx, \\
X '

donde para todo A CR» medible

i i
w (A) = f w{(x) dx. _ .
A "

Hacemos notar que este teorema puede ser demostrado por nuestro
Teorema de Extrapolacion por el mismo procedimiento utilizado para
la prueba del Teorema Maximal Fuerte.

Teorema Maximal Fuerte Vectorial

En colaboracién con el Dr. Cristian Gutiérrez, en. un trabajo que
sera publicade en el Rocky Mountain Journal of Mathematics, hemos
obtenido el siguiente teorema que es una extension vectorial del teorema
de Bagby-Kurtz. '

. Previo a su enunciado introduciremos la notacién necesaria.
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Sl <g< oysi (fy,...,f,...,) es una sucesién de funciones
definidas en R» diremos que la funcién vectorial toma valores en el espa-
=i v, si: '

o0
JE(x) [ o= ( kE [ () [9) Y9 < o,

para todo _puhto x perteneciente a Rr. Para tales funciones definimos el
operador maximal fuerte vectorial S por

St = (Sfls--',ka)-'-)-

Teorema Ma.ximal Fuerte Vectorial

Sea 1 < q < o,

(i) Si o(x), x ¢ Rn, satisface « la condicién A, fuerte, entonces exis-
te una constante ¢, tal que, para todo A > 0,

- o (4XeRR: [SE () (o2 })

Jf(X)lq[ [ (x) [qyn1
f Ly N (1og+ —__) 0 (x) dx,
S |Rx A A :

i) i1 < p < oy sio(X), XeRe, satisface ¢ la condicién A,
fuerte, entonces existe una constante c, tal que

D : p
f | 8f (x) | o(x) dx <c, f [£(x) ] o (x)dx
J Rn q : Rn q

Este teorema puede ser demostrado utilizando al efecto la forma
vectorial de nuestro Teorema de Extrapolacién, si bien la demostracién
original, que figura en el trabajo a publicarse, se basa en métodos com-
pletamente diferentes.
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VALENCIA INTERMEDIA: UN BANCO DE PRUEBAS
- PARA LA CIENCIA DE MATERIALES *

por Blas Alascio

El propésito de esta Conferencia es mostrar como el estudio de los
materiales llamados de Valentia Intermedia puede contribuir al conoci-
miento general de la ciencia de materiales. Conviene aclarar que cuando
nos referimos a ciencias de materiales usamos el término en su sentido
mas general: la ciencia que trata de explicar todas lag propiedades de
la materia condensada a partir de los primeros principios. En la practi-
ca, y como primer paso, esto se reduce a explicar estas propiedades
tomando -eomo base punto de partida la fisica atémica, que nos propor-

ciona un conocimiento més ¢ menos detallado de los elementos que
constituyen la materia.

Si pudieramos efectivamente entender como las propiedades Opti-
cas, mecanicas, electrénicas ete., resultan en los materiales a consecuen-
cia de los atomos que los constituyen, esto nos permitiria disefiar mate-
riales con propiedades que puedan ser especificadas de antemano. Las

preguntas elementales que vienen primero a la mente y que deberiamos
responder son:

a) ;Hasta qué punto es posible elegir las propiedades del mate-
rial? Por ejemplo, jes posible encontrar materiales supercon-
ductores a temperatura ambiente?

b) ;Qué materiales es necesario combinar para obtener una dada
propiedad?; ;es posible, por ejemplo, construir materiales mag-
néticos a partir de Atomos no magnéticog?

¢) ¢ Las propiedades quedan determinadas solamente por la propor-

~ cién de cada uno de los elementos presentes en un material 7;

;0 también es de importancia la distribucién especial en que se
combinan? ‘

Para responder a estas preguntas es necesario conocer que modi-
ficaciones sufren los dtomos de los diferentes elementos que forman un
solido, y como dependen estas modificaciones de los elementos mismos
que se combinan. El primer punte de importancia viene del estudio de
la fisica atéomica., Sabemos que la estructura electrénica de log atomos
es tal que sdlo unos pocos electrones de cada Atomos sufren modifica-

* Premio Tebfilo Isnandé, Bienio 1982.83 {Dia 8 de Noviembre de 1985).
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- clones importantes cuando estos Atomos se combinan para formar un
sélido o una molécula. Los eclectrones se disponen en capas alrededor del
ntcleo ¥ solamente una fraccion de ellos, los contenidos en las capas méas
externas modifican sustancialmente su estado cuando se forma un sdli-
do. Estos son los electrones de valencia.

Por ejemplo en la plata solamente dos de los electrones que forman
el atomo se desprenden del mismo y quedan libres para trasladarse en el
cristal. HEsto hace que la plata sea un metal y la reduccién de energia
de esos electrones al liberarse constituye la energia de cohesiéon de me-
tal. En los cristales iénicos uno o dos electrones se desprenden de los
cationes pero quedan intimamente ligados a los aniones. Estos iones se
atraen por la fuerza de Coulomb y es esta energia Coulombiana la que
determina la energia de cohesién de los cristales iénicos y sus propieda-
des mecanicas.

ldealmente para estudiar como ocurren estos cambiog en la estrue-
tura atdémica se podria pensar en disponer los atomos en la - distribu-
cion espagial correspondiente al sélido, pero congelando la estructura
electrénica. Una vez que esto se logrd ir lentamente descongelando la
estructura electronica para ir estudiando pase a pase los cambios que
ocurren. Otra alternativa, tan irreal como la primera seria disponer los
atomos en la estructura espacial de un cristal, pero suficientemente ale-
jados entre ellos para que no hayan ocurrido cambios en las capag elec-
trénicas y dejarlos acercarse lentamente para de nuevo ir estudiando
gradualmente los cambios que tienen lugar hasta que los Atomos alcan-
zan las distancias de equilibrio en el sélido. Desafortunadamente estos
experimentos son sélo posibles en la jmaginacién del investigador. Los
elementos forman gases, liquidos y sélidos por transformaciones natu-
rales que no podemos controlar mas que en escala macroscépica. En sus
estados naturales los cambios en la estructura electrénica ya han tenido
lugar:

Los sistemas de valencia intermedia nos permiten, en alguna medi-
da, controlar el nﬁme’ro de electrones que participan en la formacién
del sélido y es ésta una de las caracteristicas que los hace tan particu-
larmente interesantes. Para entender esta propiedad de los sistemas de
valoneia intermedia es necesario retornar al analisis de las capas electrd-
nicas de los aAtomos que constituyen el sélido. Mientras en la mayor
parte de los solidos los electrones gue han modificado su estado para
contribuir a la energia de formacién del sélide provienen de capas exter-
nas, alejadas del nicleo atémico, en los sistemas de valencia existen ato-
mos —en general tierras raras— que participan de la cohesién también
con algunos electrones que provienen de capas internas, ¥ que por razo-
nes de mecinicas cuantica pueden desligarse de su nicleo mas facilmente
que olros electrones mas externos que también forman parte del &tomo.

Estos electrones intermos son log contenidos en la capa 4f de las
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tierras raras que por la misma razén de pertenecer a una capa interna,
mantienen sus caracteristicas atémicas atn cuando el dtomo forma parte
de un sélido. En la figura 1 se muestra la distribucién espacial de las
diferentes capas electrénicas menos ligadas de una tierra rara tipiea.
Si bien los electrones 5d y 6s mas externos y menos ligados va modifi-
caron sus estados en la fase sélida los electrones 4f son protegidos del
efecto de otros 4tomos por los electrones Bs v 5p que estian muy fuerte-
mente ligados atin cuando espacialmente son mas externos que los 4f.
Por esta razén, la situacion para los 4f en un sélido es similar a la de
los electrones externos cuando los Atomos estin suficientemente separa-
dos: su estado recién comienza a modificarse cuando las distancias in-
teratémicas corresponden a las distancias que estabilizan el estado soéli-
dos. Esto hace que peguefias modificaciones gue podemos provocar por
fuerzas de laboratorio —presién, campos magnéticos, por ejemplo —mo-
difiquen sustancialmente el ndmerc de electrones que participan en la
formacion del solido y que cambian draméticamente las propiedades
del mismo. '

En lo que sigue daremos algunos ejemplos de cémo se modifican
algunas de estas propiedades en sistemas tipicos de valencia intermedia.

1.4

RPN ) ---- 5p

P2ir)

34 L2 54 58 6.6 T4
r{au)

Fig. 1. - Distribucion espacial de la densidad de carga electrénica en gd3+.
¥ Nétese la localizacién interna de los electrones 4f.
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Propiedades elasticas

El sulfuro de samerio (SmS) sufre a temperatura ambiente una
transformacion fundamental bajo una presion de 6 Kbar. (unas 6000
atmésferas) desde el punto de vista de sus propiedades eldsticas, por
debajo de 6 Khar, es un material idnico tipico, distancias interatomicas
estin determinadas por la competencia entre fuerzas de repulsién e
Born-Mayer de corto alcance y la atraceién Coulombiana de largo alcan
ce entre los iones de Sm y S. Por encima de 6 Kbar, es el Gnico material
reconocido * gue tiene menos resistencia a una fuerza de comprension que
a una fuerza de torsion. En efecto, la relacién entre la frecuencia de
las ondas mecanicas que se pueden propagar en este material y su name-
ro de onda cambia sustancialmente cuando la presién se hace mayor
que 6 Kbar. Esto se muestra en la figura 2, donde se muestran los dife-
rentes modos de vibracion del SmS.

o

TH,

o of 01 0.3 04 Q.

[€58]

Fig. 2. — Relaciones de dispersién de fonones en la direccién (111) del SmS
determinadas por dispersion de neutrones, El modo longitudinal acdstico
{LA) vesulta ser mas blando que el medo transversal acistico (TA)
ésta es la caracteristica especial que se encuentra solamente en SinS.

® Hs posible que el TmSe acompafie al SmS en esta propiedad.,
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